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Self-Introduction

Self-Introduction

箱山　洋, Hiroshi Hakoyama

主任研究員・連携大学院准教授, Associate professor
hako@affrc.go.jp,
http://hako.space/

Ecology, population ecology, and mathematical ecology
Coexistence of asexual fish
Fisheries management of the Japanese eel
Model selection
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Self-Introduction

水産研究・教育機構/中央水産研究所/上田庁舎（長野）

淡水生物研究部門
千曲川より取水
大規模な淡水魚飼育施設
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Self-Introduction

スタッフ・学生

スタッフ 2名、大学院生 (M1)1名
卒業生：海洋大修士 1名、海洋大学部 1名、放送大学修士 1
名、宮城教育大学 1名
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学生実習

魚類の採集、倍数体測定、統計実習
3年生対象、実務実習
10月頃の 5日間



Contents Information Introduction References

Examination

成績評価、Examination

出席 45点 (欠席一回 = -3)
Attendance, 45 points (a absence = -3)

受講態度・理解度 15点
Attitude and intelligibility, 15 points

レポート 40点
Report, 40 points
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Population, community and ecosystem

Population, 個体群 (生態学)、集団 (遺伝学)、資源 (水産学)

ある一定の範囲にすむ同種個体の集り
A group of conspecific organisms that occupy a more or less well
defined geographic region and exhibit reproductive continuity from
generation to generation; ecological and reproductive interactions
are more frequent among these individuals than with members of
other populations of the same species [Futuyma, 2013].
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Population, community and ecosystem

個体群の持つ性質, Characteristics of populations

密度, density

性比, sex ratio

齢構成, age-class structure

出生率, birth rate

死亡率, death rate

移入率, immigration rate

移出率, emigration rate

⇐⇒ Population dynamics
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Population, community and ecosystem

群集, community

ある一定の範囲にすむ様々な個体群の集合
A group of populations of plants and animals in a given place; used
in a broad sense to refer to ecological units of various sizes and
degrees of integration [Bush, 2003].
Imagine a fish community in Lake Suwa, an invertebrate community
in a water-filled bamboo hole, and so on.
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Population, community and ecosystem

群集の持つ性質, Characteristics of communities

種多様性, species diversity

種数, the number of species

量, abundance

種間相互作用, species interaction

競争, competition

捕食, predation

寄生, parasitism

相利, mutualism

食物網, food web (as an emergent property from species
interaction)
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Population, community and ecosystem

Ecosystem, 生態系

ある群集および相互作用する物理環境
A biotic community and its interaction with the abiotic
environment [Bush, 2003].
A holistic concept of the plants, the animals habitually associated
with them and all the physical and chemical components of the
immediate environment or habitat which together form a
recognizable self-contained entity. The concept is due to Tanskey
(1935) [Begon et al., 2006].
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Population, community and ecosystem

生態系プロセス, Ecosystem processes

一次生産 (独立栄養生物による有機物生産), primary production

エネルギー転流, energy flow (the flow of energy through a
food chain)

炭素循環, the carbon cycle

栄養循環, the nutrient cycle (nitrogen cycle)
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Population, community and ecosystem

A nutrient cycle: ‘whale pump’

Roman J, McCarthy JJ (2010)
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Population dynamics

個体群変動, population dynamics

個体数や密度の時間的・空間的な変化
The variations in time and space in the size and densities of
populations [Begon et al., 2006].

Three factors for the growth of population
birth ⇒ increase
death ⇒ decrease
immigration or emigration ⇒ increase or decrease

Characteristics of population dynamics (interests of this class)

平衡, equilibrium
安定性, stability
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Population dynamics

Example 1, ニホンウナギ, the Japanese eel
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Time-series are the sum of catches in Japan. Local freshwater
populations show different patterns of dynamics, as will be shown
later.
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Population dynamics

Example 2, ワカサギ・フナ・コイ, the wakasagi, Japanese
crucian carp, and common carp
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Population dynamics

個体群変動の原因, causes of population dynamics

個体群や群集の構造に基づく内的な理由
Internal causes within the system (population or community).
Population fluctuations can be governed by interactions of
individuals.

e.g., 周期変動、カオス, periodic fluctuations, chaos (will be
explained later)

決定論モデル, deterministic model

環境変動など外的な理由
External causes outside the system such as environmental
fluctuations

e.g., 厳しい冬に数が減る, a cold winter decrease birds

確率論モデル, stochastic model
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Population dynamics

Fluctuations of the snowshoe hare and Canadian lynx

Predator–Prey interactions can cause periodic fluctuations.

1820 1840 1860 1880 1900 1920

0
50

10
0

15
0

Year

A
bu

nd
an

ce
 (H

ar
e 

x 
10

00
, L

yn
x 

x 
10

0) Hare (the shores of Hudson Bay)
Lynx (MacKenzie River)

see Royama [1992] for the detail of the data set.
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Population dynamics

Cold winters caused decreases of Grey heron
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Population dynamics

The goal of population ecology

Population Dynamics

集団の中の個体数は時間とともに変化する:
The number of individuals in population varies in time and space.

⇓
Mathematical Model
生物の個体数の増減をとらえる数理モデルを作り、変動パターンを
理解・予測する:
Comprehend and predict the pattern of dynamics using
mathematical models.
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Population dynamics

Exercises

Exercise 1
Think about the variation among the members of population, and
other characteristics of population based on the variation.

Exercise 2
What is the biological species concept? What is the phylogenetic
species concept? Inquire the roles of population in these concepts.

Exercise 3
How do we measure species diversity? Inquire the Simpson’s
diversity and the Shannon diversity index.
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Population dynamics
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Michael Begon, Colin R Harper Townsend, L John, R Townsend
Colin, and L Harper John. Ecology: from individuals to
ecosystems. Blackwell Publishing, Oxford, 4th edition, 2006.

Mark B. Bush. Ecology of a changing planet. Prentice Hall, New
Jersey, 3rd edition, 2003.

Douglas J Futuyma. Evolution. Sinauer Associates, Sunderland,
MA, 3rd edition, 2013.

Tomo-o Royama. Analytical population dynamics, volume 10 of
Population and community biology series. Chapman & Hall,
London, 1992.



Contents Exponential growth Continuous and discrete models Differential equation

Contents

1 Exponential growth
Model organism
Exponential growth

2 Continuous and discrete models
Continuous and discrete models
Continuous approximation
Differential approximation

3 Differential equation
Solve a differential equation
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Model organism

Model organism

a fixed birth rate for a time interval

a fixed death rate for a time interval

no migration
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Model organism

Let nt be the number of individuals at time t.

During the time interval between t and t+ 1,

increase factor: birth rate b

The number of newborn individuals is bnt on average, where b is
birth rate.

decreasing factor: death rate d

The mean number of dead individuals is dnt, where d is death rate.
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Exponential growth

The number of individuals at time t+ 1 is:

nt+1 = nt + bnt − dnt,

= (1 + b− d)nt,

= (1 + r)nt.
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Exponential growth

Exponential growth

Let n0 be the number of individuals at time 0 (the initial

population size).

n1 = (1 + r)n0,

n2 = (1 + r)n1 = (1 + r)2n0,

n3 = (1 + r)n2 = (1 + r)3n0,

...
nt= (1 + r)tn0,

where r is the Malthus coefficient (growth rate).
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Exponential growth

Exponential increase: r > 0, n0 > 0

nt = (1 + r)tn0

If 1 + r > 1 and n0 > 0, population will increase exponentially.
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Exponential growth

Exponential decrease: r < 0, n0 > 0

nt = (1 + r)tn0

If 1 + r < 1 and n0 > 0, population will decrease exponentially,

but, will never reach to zero.
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Exponential growth

The population growth of the United States

An example of the exponential increase of population
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Exponential growth

Exercises

Exercise 1
Use R and plot the population data of the United States: read data
using read.csv(). plot data using plot().

Exercise 2
Construct an estimator of the Malthus coefficient (growth rate), r̂.
Estimate r̂ for each time interval.

Exercise 3
Plot the relation between year and r̂. Do the US growth data
satisfy the assumption of the exponential growth model?
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Exponential growth

Decrease of the growth rate of the US population

An estimator of the growth rate: r̂t = (nt+i/nt)1/i − 1

1750 1800 1850 1900 1950 2000

-0
.0
1

0.
00

0.
01

0.
02

0.
03

Year

G
ro

w
th

 ra
te

, r

Exercise
Calculate the doubling time for a constant growth rate, 0.02.



Contents Exponential growth Continuous and discrete models Differential equation

Continuous and discrete models

Discrete vs Continuous Variables

個体数: Discrete vs Continuous variables for population size

個体数は本来は離散だが、連続で近似できる
Population size is discrete essentially, but can be approximated as
continuous variable.

時間: Discrete vs Continuous variables for time
時間は本来連続だが、季節性の出生・死亡から離散時間のほうがよ
いこともある
Time is essentially successive, but can be approximated as discrete
variable (e.g., to deal with seasonal birth or death events).
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Continuous and discrete models

Combination of discrete and continuous variables

離散個体数・連続時間モデル: Discrete size and continuous time

e.g., unseasonal species

離散個体数・離散時間モデル: Discrete size and discrete time

e.g., seasonal species

Continuous population size and continuous time

⇒微分方程式, differential equation model

Continuous population size and discrete time

⇒差分方程式, difference equation model
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Continuous approximation

Continuous approximation

When the dynamical behavior of a discrete model is ‘continuous’,
the discrete model may be approximated as a continuous model.
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Continuous approximation

Continuous approximation

時間: 離散変数→連続変数, time: from discrete to continuous
variables
個体数: 離散変数→連続変数, size: from discrete to continuous
variables
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Continuous approximation

Let n(t) be the number of individuals at time t.

During the time interval between t and t+∆t,

increase factor: birth rate b

The number of newborn individuals is bnt∆t on average, where b is
birth rate per unit time (= 1).

decreasing factor: death rate d

The mean number of dead individuals is dnt∆t, where d is death
rate per unit time.
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Continuous approximation

Birth rate per individual

Birth rate increases linearly with the length of time interval.
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Continuous approximation

The number of individuals at time t+∆t is:

n(t+∆t) = n(t) + b∆tn(t)− d∆tn(t),

= n(t) + (b− d)∆tn(t),

= n(t) + r∆tn(t).
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Continuous approximation

個体数の変化量∆n, Change of population size

n(t+∆t) = n(t) + r∆tn(t).

By transposing n(t), we have

∆n = n(t+∆t)− n(t) = r∆tn(t),

where ∆n = n(t+∆t)− n(t) is the change of population size.

∆n = n(t+∆t)− n(t)を変化量という
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Differential approximation

時間あたりの変化量∆n/∆t,
Change of population size per change of time

change in n

change in t
=

∆n

∆t
= rn(t),

By ∆t → 0,

lim
∆t→0

∆n

∆t
=

dn

dt
= rn(t),
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Differential approximation

微分方程式, Differential equation
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Differential approximation
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Solve a differential equation

Solve the continuous Malthus model

dn

dt
= rn,

where r = the Malthus coefficient, n ≥ 0.

Solve the equation by the technique of separation of variables
(変数分離法).
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Solve a differential equation

Solve the continuous Malthus model

If n = 0,

n(0) = 0 → dn

dt
= 0 → n(t) = 0.
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Solve a differential equation

Solve the continuous Malthus model

If n > 0,

∫
dn

n
= r

∫
dt → log n = rt+ C,

n = ert+C = C ′ert,

n(t) = n0e
rt, where n(t = 0) = n0.
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Solve a differential equation

Solution of the continuous Malthus model

The solution of the continuous Malthus model:

n(t) = n0e
rt

n0 > 0 & r > 0 ⇒ population increases exponentially,

n0 > 0 & r < 0 ⇒ population decreases exponentially.
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Solve a differential equation

dn/dt = rn, n0 > 0 & r > 0
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Solve a differential equation

dn/dt = rn, n0 > 0 & r < 0
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Solve a differential equation

Exercises

Exercise 1
The Fibonacci numbers are one of the population models with
discrete population size and discrete time:
Fn = Fn−1 + Fn−2, F1 = 1, F2 = 2.
Solve the equation of the Fibonacci numbers. Is it an exponential
growth?
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Contents

1 Density dependence
Malthus
Experimental populations
Density dependence model
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Malthus

マルサス増殖では、集団の個体数は無制限に増え続ける
Malthus population goes to infinity.

しかし現実には個体群は無制限に増え続けることはない
However, no population increases without limit in reality.
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Malthus

Thomas Robert Malthus

Thomas Robert Malthus (1766-1834)
British economists, mathematician
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Experimental populations

Experimental population of flies

R. パールによるキイロショウジョウバエを使った実験

瓶に一片のバナナを入れ、ショウジョウバエの個体数変化を調べる

R. Pearl “The biology of population growth” (1929)
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Experimental populations

Growth of wild type Drosophila population in half-pint
bottles

キイロショウジョウバエの個体数の変化

R. Pearl “The biology of population growth” (1929)
無限に増殖せず、高密度で成長が止まる
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Experimental populations

Growth of a yeast (left) and a courgette (right) population

他の生物 (イースト細胞数、ズッキーニの成長)でも同じような傾向
が見られる

R. Pearl “The biology of population growth” (1929)
S 字型の成長曲線、ロジスティック (Logistic)曲線
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Density dependence model

密度効果, Density dependence

Density dependence

個体の密度が高くなりすぎると増加できなくなる
死亡率が増加、出生率が減少して正味の増加率が０以下になる

Causes of density dependence

餌やなわばりなどの資源の不足
環境の悪化
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Density dependence model

連続時間で密度効果の入ったモデル, a continuous time
model with density dependence

dn

dt
= r(n)n.

If r(n) = r(1− n/K),

dn

dt
= rn

(
1− n

K

)
,

where r = intrinsic growth rate and K = carrying capacity.
Continuous-time logistic model.
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Density dependence model

Solution of the continuous-time logistic model

Exercise

dn

dt
= rn(1− n

K
), r > 0, K > 0, n ≥ 0.

Solve the equation by the technique of separation of variables.
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Density dependence model

Solution of the continuous-time logistic model

dn

dt
= rn(1− n

K
), r > 0, K > 0, n ≥ 0.

n(0) = 0 ⇒ n(t) = 0,

n(0) = K ⇒ n(t) = K.



Contents Density dependence

Density dependence model

Solution of the continuous-time logistic model
dn

dt
= rn(1− n

K
), r > 0, K > 0, n ≥ 0.

If n ̸= 0 & n ̸= K,
∫ (

1

n
+

1

K − n

)
dn = r

∫
dt,

loge |n|− loge |K − n| = rt+ C,

loge

∣∣∣∣
n

K − n

∣∣∣∣ = rt+ C,

n

K − n
= ±ert+C ,

n(t) =
K

1 + C ′e−rt
,

where C ′ = K/n0 − 1 from n(0) = n0 at time t = 0.
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Density dependence model

Property of the solution of the continuous-time logistic
model

n(t) =
K

1 + (K/n0 − 1)e−rt
, n > 0.

If r > 0,

t → ∞ ⇒ e−rt → 0,

lim
t→∞

K

1 + (K/n0 − 1)e−rt
= K.

n converges to K as time goes to infinity.
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Density dependence model

Continuous-time logistic model

n > 0 converges to K as time goes to infinity.

n0 = 0 indicates there is no living individuals.
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Density dependence model

Continuous-time logistic model

増加率 rが大きいとより速くK に収束する
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Density dependence model

Continuous-time logistic model

シンプルで実際の現象への当てはまりが良いのでよく使われて
いる

混み合い密度効果の関数は、他にも無数に考えることができる

例えば、より一般には、dn
dt = rn

(
1− ( n

K )α
)

α = 1でロジスティック式になる
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Density dependence model

Logistic model: 離散時間モデルと連続時間モデルの違い

離散時間 nt+1 = nt + rnt
(
1− nt

K

)
, 平衡点 nt+1 = nt = n∗

連続時間 dn
dt = rn

(
1− n

K

)
, 平衡点 dn∗/dt = 0

連続時間でのロジスティックモデルでは
個体数の振動やカオスは起こらない



微分方程式の定性解析



微分方程式を解かなくても個体数N のゆくえが分かる

Nの時間微分は 
Nの変化速度

€ 

dN
dt

> 0 なら個体数は増える

€ 

dN
dt

< 0 なら個体数は減少する

€ 

dN
dt

= 0 なら個体数は変化しない：平衡点
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€ 

dN
dt

= 0 なら個体数は変化しない：平衡点

€ 

N * を平衡状態の個体数とする

€ 
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= r (1−N
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K
)N * = 0

この式より平衡状態の個体数　　を求めよ
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安定平衡点

不安定平衡点
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微分(差分)方程式を直接解かずに 
モデルの性質を調べる手法を 
「定性的解析」と呼ぶ

解を解析的に求められないモデルでは 
主にこの手法が使われる
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•時間変化しない点は平衡点 

•平衡点の局所安定性解析などから定性的な
力学系の性質がわかる 

•力学系を解くことができれば定量的な系の
時間発展がわかる



練習
低密度で繁殖がより制限されるような	
密度効果もあり、アリー効果という。

アリー効果の原因： 
オスとメスの出会いが少なくなる場合や	
協力してしか生きられないグループなど 

高密度と低密度の両方で繁殖が抑制される個体群の	
微分方程式モデルをつくれ
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0 < a < K

一例

図を書いて平衡点の定性解析をせよ
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漁獲



個体群への漁業の影響を考える

魚集団の個体数N
ロジスティック増殖する

漁師 
時間あたり一定量の魚F!
をとり続ける

魚を捕りすぎると魚が減り、漁業の効率が悪い 
どの程度の量を捕るのがよいか



漁獲を入れたロジスティック増殖モデル

€ 

dN
dt

= r (1−N
K
)N −F

魚集団の増殖 漁獲

平衡状態では

€ 

dN *

dt
= r (1−N

*

K
)N * −F = 0

€ 

r (1−N
*

K
)N * = F



€ 

r (1−N
*

K
)N * = F

が成り立つということはどういうことか？

0 20 40 60 80 100

5

10

15

20

25

30

€ 

r (1−N
K
)N

F

N

増える

減る

€ 

Y = r (1−N
K
)N

€ 

Y = F

と

の交点が平衡点

0 K



€ 

r (1−N
K
)N

F

N0 20 40 60 80 100

5

10

15

20

25

30

Fmax

Fと　　　が交点を持つ限度までFを上昇させた値が

€ 

r (1−N
K
)N

この集団を維持できる最大の漁獲量



Fmaxを計算で求めよう

２次曲線　　　 　の頂点の座標がFmax

€ 

r (1−N
K
)N



€ 

F max =
rK
4

この量を最大持続生産量 
 (Maximum Sustainable Yield)!

と呼ぶ

この量を捕り続けると 
集団の生産力　　　　が最大になる

€ 

r (1−N
K
)N



€ 

F max =
rK
4

実際の漁業でMSYを実現できるだろうか？

現実には野外での魚集団の全個体数を知るのは難しい
漁獲量・漁獲努力量のデータから、個体数や 

Fmaxを推定したりする

もし、漁獲量一定で漁業をしていて、	
Fmaxより多く捕ると滅びてしまう



そこで、	
漁獲努力一定で捕ることを考えてみる

€ 

dN
dt

= r 1− N
K

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ −mN

€ 

m > 0

この場合、	
平衡個体数N*は努力量mに比例するので、	

急な絶滅は起きない



個体群がロジスティック増殖するとき、	
漁獲量一定方策よりも	
漁獲努力一定方策のほうが	
安全な漁業方策である



数理モデルを実際の生物現象に 
厳密にあてはめるのは難しいが

簡単な仮定を置いたときの	
モデルの振る舞いを知ることで	

現実のシステムを理解する助けになる



カオス



• 環境が一定でも個体群が変動すること
がある



ロジスティック増殖モデル（密度依存モデル）

€ 

= 1+ r (1−Nt
K
)⎧ 

⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
Nt

を計算するには

€ 

Ntから

€ 

N0

○繰り返し計算
○増殖曲線を使ったCobwebbingの方法

€ 

Nt+1 = (1+R(Nt ))Nt

24



増殖曲線を使ったCobwebbingの方法

0 50 100 150 200 250

50

100

150

200

€ 

Nt

€ 

Nt+1
①縦軸に　　横軸に　をとり、	
!
!
!
!
　のグラフを描く

€ 

Nt

€ 

Nt+1

€ 

Nt+1 = 1+ r (1−Nt
K
)⎧ 

⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
Nt

€ 

Nt+1 =Nt

€ 

(1+ r )K / r

€ 

Nt+1 =Nt

€ 

Nt+1 = 1+ r (1−Nt
K
)⎧ 

⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
Nt
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増殖曲線を使ったCobwebbingの方法

0 50 100 150 200 250

50

100

150

200

€ 

Nt

€ 

Nt+1
②横軸に　の値を印し、	
　そこから	
!
!
　に垂線をのばす

€ 

Nt+1 = 1+ r (1−Nt
K
)⎧ 

⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
Nt€ 

N0

€ 

N0

を　　　　　　　　に代入するのと同じ

€ 

Nt+1 = 1+ r (1−Nt
K
)⎧ 

⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
Nt

€ 

N0
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0 20 40 60 80 100 120 140
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€ 

Nt+1

€ 

N0

€ 

Nt€ 

N1

② ①の線の先から	
　　　　　　に向かって	
　水平に線を引く

€ 

Nt+1 =Nt

増殖曲線を使ったCobwebbingの方法

€ 

N1

を横軸に移しかえる

€ 

N1
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0 20 40 60 80 100 120 140

20

40

60

80

100

120

€ 

Nt+1

€ 

N0

€ 

Nt€ 

N1

増殖曲線を使ったCobwebbingの方法

€ 

N1

③ ② の線の先から	
!
!
　に垂線をのばす

€ 

Nt+1 = 1+ r (1−Nt
K
)⎧ 

⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
Nt

以下、③と②の繰り返し

をロジスティック式に代入する	
が計算できる

€ 

N1

€ 

N2

€ 

N2
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Cobwebbingの方法の計算例

€ 

Nt

€ 

Nt+1

0 50 100 150 200 250

50

100

150

200

€ 

N0

€ 

N1

€ 

N2

€ 

N0 = 20
r=0.6!
K=100

この点に到達すると	
ずっとここにとどまり続ける
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0 50 100 150 200 250 300

20

40

60

80

100

120

€ 

Nt

€ 

Nt+1

交点では何が起こっているのか？

€ 

Nt+1 =Nt が成り立つ
次の世代も、その次の世代も	
同じ数になるので	
ずっとここにとどまり続ける

€ 

Nt+1 =Nt =N *とすると

€ 

N * =K

€ 

N * = 1+ r (1−N
*

K
)

⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
N * より

K この点を	
平衡点(定常点)と呼ぶ
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Kを環境収容力 carrying capacityと呼ぶ

0 10 20 30 40

20

40

60

80

100

120

€ 

Nt

t (時間)

€ 

N * =K

K 環境収容力

r=0.5!
K=100

€ 

N0 =1
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r が0より小さいとき

20 40 60 80 100

20

40

60

80

100

0 10 20 30 40

20

40

60

80

100

€ 

Nt

t (時間)

€ 

Nt

€ 

Nt+1

個体数は減少して滅んでしまう

r=-0.2!
K=100
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r が0より大きいとき（0 < r < 2）

0 50 100 150
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40
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80

100

120

0 10 20 30 40

20

40
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80

100

120

r=1.8!
K=100

€ 

N0 =1

この交点に収束する傾向がある
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r :個体数が少ないときの増加率	
　内的自然増加率

r がもっと大きいとき

€ 

Nt

t (時間)

€ 

Nt

€ 

Nt+1

２つの値を振動するようになる

r=2.1!
K=100
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0 20 40 60 80 100 120 140

20

40

60

80

100

120

140

r がさらに大きいとき

€ 

Nt

t (時間)

€ 

Nt

€ 

Nt+1

さまざまな値をとって変動する　カオス

r=2.8!
K=100

0 10 20 30 40
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40
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80

100

120

140
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r の大きさと個体数変動の関係

0<r<1 単調に増加してK に近づく

r<0     は単調に減少して０に近づく 

€ 

Nt

増加して、減衰振動しながらK に近づく1<r<2 

2<r<2.45 ２つの値をとって周期変動

2.45<r<2.57 周期変動のとる値が倍々に増えてゆく

2.57<r カオス
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r

分岐図

個体数
Kに収束

２つの値

カオス
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Chaosの特徴

• 決定論的なモデル	
• 不規則な振動が現れる	
• 初期値が少しでも違うと後の振る舞い
がまったく異なる
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Chaosの判別
初期値に対する鋭敏な依存性で判断

リアプノフ指数

€ 

λ = lim
n→∞

1
n
lim

y0−x0→0
ln yn − xn
y0 − x0

€ 

λ > 0 であればカオス
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Chaosの判別法の導出
初期値に対する鋭敏な依存性で	
カオスかどうかを判別する

€ 

y0

€ 

x0

€ 

xn
€ 

yn

€ 

yn − xn = y0 − x0 exp λn( )

€ 

λ =
1
n
ln yn − xn
y0 − x0

€ 

λ = lim
n→∞

1
n
lim

y0−x0→0
ln yn − xn
y0 − x0

リアプノフ指数

λ>0であれば、指数的に
離れていく
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€ 

xn+1 = f xn( )と書けるとき

€ 

λ = lim
n→∞

1
n

lim
y0 −x0 →0

ln yn − xn
y0 − x0

= lim
n→∞

1
n

lim
y0 −x0 →0

ln
f n y0( ) − f n x0( )

y0 − x0

= lim
n→∞

1
n
ln
df n x0( )
dx

= lim
n→∞

1
n

ln
df xk( )
dxkk=0

n−1

∑

ただし 

  

€ 

df n x0( )
dx

=
df xn−1( )
dxn−1

df xn−2( )
dxn−2

!
df x0( )
dx0
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ロジスティックモデルの 
リアプノフ指数を実際に計算してみる。

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-6

-4

-2

おおよそr=2.57でリアプノフ指数は0となる

rリ
ア
プノ
フ
指
数

０

2.52 2.54 2.56 2.58 2.60

-0.3

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2



• 簡単なモデルでも予想もしなかった挙
動を示すことがある。	

• 一定環境でも個体数の複雑な変動が起
こりうる。
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確率論モデル



環境変動を確率項として取り入れる

• 初期値だけでは個体群変動は決まらない	
• 個体群変動パターンは毎回異なる
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ロジスティック式に正規分布に従う 
確率変動を考慮した動態モデル

B: 個体群のバイオマス量	
N(0,1): 平均0, 分散1の正規分布€ 

B t +1( ) = B t( ) + rB t( ) 1−
B t( )
K

 

 
 

 

 
 + B t( )ε t( )

ε t( ) ~ N 0,σ
e

2( )
 

確率項
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正規分布

€ 

N µ,σ 2( )

f x( ) =
1
2πσ

exp −
x −µ( )2

2σ 2

⎛ 

⎝ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ⎟ 
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0.1

0.2

0.3

0.4

確率変数x

コンピュータを使えば、簡単に	
正規分布に従う疑似乱数を発生させることができる



最尤法でデータからパラメータ推定

モデルを書き直す
€ 

B t +1( ) = B t( ) + rB t( ) 1−
B t( )
K

 

 
 

 

 
 + B t( )ε t( )

ε t( ) ~ N 0,σ
e

2( )
 

€ 

1

B t( )
B t +1( ) − B t( ) − rB t( ) 1−

B t( )
K

 

 
 

 

 
 

 
 
 

 
 
 

= ε t( ) ~ N 0,σ
e

2( ) 
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バイオマスの時系列データbは 
モデルに従うとする

Data: 
  

€ 

b
t=1,b2,,bn{ } 

€ 

L = f di( )
i=1

n−1

∏ 尤度

dは正規分布　　　に従う

€ 

N 0,σ e
2( )€ 

d
i
=
1

b
i

b
i+1 − bi − rbi 1−

b
i

K
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負の対数尤度の最小化

€ 

−lnL = lnσ
e

+
1

2
ln2π +

d
i

2

2σ
e

2

 

 
 

 

 
 

i=1

n−1

∑  負の対数尤度

最小となるパラメータを決める
€ 

L = −lnL = n −1( ) lnσ
e

+
n −1

2
ln2π +

1

2σ
e

2

b
i+1

b
i

−1− ˆ r 1−
b

i

ˆ K 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

i=1

n−1

∑
2
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最尤推定の例

0 50 100 150 200 250 300

20

40

60

80

100

120

時間

バ
イ
オ
マ
ス

€ 

ˆ r = 0.5497
ˆ K = 98.35
ˆ σ 2 = 0.010

推定した値真の値

€ 

r = 0.5
K =100
σ 2 = 0.01

仮想データをシミュレーションで作成して、	
最尤推定でパラメータを推定

データ
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• 環境変動に応じて個体数は変動する	

• 確率モデルを用いて、野外の個体数変
動のデータから、その個体群の増殖率
や環境収容力を推定できる
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２種の生物の競争モデル 
（ アイソクライン法による解析）



２種の生物の競争モデル	
ロトカ・ヴォルテラ競争系

アイソクライン法による解析



ひとつの生息地に２種類の生物がいるときに

何が起こるか？



２種間の相互作用

A B

捕食 predation + -

競争 competition - -

相利 mutualism + +



喰う喰われる：オオヤマネコとカワリウサギ
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ロトカ・ボルテラ捕食系

€ 

dx
dt

= ε1 − γ1y( )x

dy
dt

= −ε2 + γ 2x( )y





Vito Volterra!
(1860-1940) 

Italian Mathematician

Alfred James Lotka !
(1880-1949)!

USA



餌 （資源 resource）

餌を巡る競争



Gause (1934) による	
ゾウリムシ属 Paramecium を使った実験

同じ資源を利用する２種類のゾウリムシを 
混合して培養した

Paramecium aurelia



２種類のゾウリムシを一緒に培養すると
２種は共存した

日

個体密度(体積)

G.F. Gause (1934)!
reprented by!
Hafner (1964)



別の２種を一緒に培養すると

片方が絶滅した

G.F. Gause (1934)!
reprented by!
Hafner (1964)

日

個体密度(体積)



ひとつの生息地に２種類の生物がいるときに

どのような場合に

○片方の種が駆逐されて絶滅するのか

○２種が共存するのか



数理モデルを使って共存条件をさぐる

種１ 種２

種内の密度効果 種内の密度効果

種間の競争

１つの種の中、そして２種の間で	
食物や生息地をめぐる競争がある



種１ 種２

それぞれにロジスティック増殖する２種個体群

€ 

Ni 種i の個体数

€ 

ri 種i の内的自然増加率

€ 

Ki 種i の環境収容力

種内競争だけ

種間競争がないとき

dN2
dt

= r2 (1<
N2
K2

)N2

dN1
dt

= r1(1<
N1
K1
)N1 それぞれ 

環境収容力　、　に 
収束する

€ 

K1

€ 

K2

€ 

i =1,2



種１ 種２

種間競争のある２種個体群の力学系

dN1
dt

= r1(1<
N1+ aN2

K1
)N1

dN2
dt

= r2(1<
N2 + bN1

K 2
)N2

€ 

Ni 種i の個体数

€ 

ri 種i の内的自然増加率

€ 

Ki 種i の環境収容力

種内競争

種間競争

a, b  種間競争の	
強さを表す係数

ロトカ・ヴォルテラ競争系



ロトカ・ヴォルテラ競争系の解析

一般的に多変数の非線形微分方程式の解を 
解析的に求めることは困難

○コンピュータによる数値計算

○アイソクライン法による相平面解析 
 （定性的解析）

初期値やパラメータをすべて定める必要があるので 
全体的な傾向を知るには不向き



コンピュータでの数値計算
離散モデル化（オイラー法）

時間刻みを十分小さく設定し（例えば、Δt=0.001）、	
初期個体数N_i(0), r_i, K_iの具体的な値を与えて、	

N_i(t)の値を繰り返し計算をすると、時間変化の軌跡が得られる

離散モデル化には、より高次のルンゲ・クッタ法などもある

€ 

dN1

dt
= r1 1−

N1 + aN2

K1

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ N1

dN2

dt
= r2 1−

N2 + bN1

K2

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ N2

€ 

ΔN1 = N1 t + Δt( ) − N1 t( ) = r1 1−
N1 t( ) + aN2 t( )

K1

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ N1 t( )Δt

ΔN2 = N2 t + Δt( ) − N2 t( ) = r2 1−
N2 t( ) + bN1 t( )

K2

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ N2 t( )Δt



片方の種が滅び、他方が平衡に達する：競争排除
0 20 40 60 80
0

20

40
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80

€ 

N1

€ 

N2

€ 

r1 =1,r2 = 2
K1 = 80,K2 = 70
a = 0.7,b =1.1

コンピュータによる数値計算の例
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種２

t

個体数
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0 20 40 60 80 100
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€ 

N1

€ 

N2

種１

種２

t

個体数

両者が共存する：２種共存

€ 

r1 = 1,r2 = 2
K1 = 75,K2 = 80
a = 0.7,b = 0.8

コンピュータによる数値計算の例
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0 20 40 60 80 100
0
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80
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€ 

N1

€ 

N2

初期の個体数でどちらが滅びるかが決まる：双安定

種１

種２

t

個体数

種２

種１

€ 

r1 = 1,r2 = 2
K1 = 90,K2 = 90
a = 1.4,b = 1.5

€ 

N1 = 2,N2 = 5

€ 

N1 = 10,N2 = 1

コンピュータによる数値計算の例
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ロトカ・ヴォルテラ競争系の解析

結果は大きく３つのパターンに分かれる

競争排除

２種共存

初期の個体数によって結果の変わる双安定



どのような条件のときに 
競争排除／共存／双安定になるのか 

わからないだろうか？

アイソクライン法による相平面解析



アイソクライン法による相平面解析

それぞれの変数について定性的解析を行い 
それを組み合わせることで 
全体的な動きを調べる

20 40 60 80 100 120 140

-40

-20

20

増える

減る

N平衡点

€ 

dN
dt

= r (1−N
K
)N



平衡点を求める

€ 

dN1
dt

= r1(1−
N1+aN2

K1
)N1

€ 

dN2
dt

= r2 (1−
N2 + bN1

K2
)N2

平衡状態では

かつ

€ 

dN1
*

dt
= 0

€ 

dN2
*

dt
= 0



平衡点を求める

より
€ 

dN1
*

dt
= r1(1−

N1
* +aN2

*

K1
)N1

* = 0

€ 

dN2
*

dt
= r2 (1−

N2
* + bN1

*

K2
)N2

* = 0

€ 

(N1
*,N2

* ) = (0,0)

€ 

(N1
*,N2

* ) = (K1,0)

€ 

(N1
*,N2

* ) = (0,K2)

€ 

(N1
*,N2

* ) = (K1−aK2
1−ab

,K2 −bK1
1−ab

)

生物のいない平衡点

片方しかいない 
平衡点

２種の共存する平衡点



アイソクラインの求め方
まず、それぞれの変数について 
時間変化が０になる条件を求める

€ 

dN1
dt

= r1(1−
N1+aN2

K1
)N1 = 0 の時間変化が０

€ 

N1

となる場所は

€ 

N1 = 0

€ 

N2 =
1
a
(K1−N1)と

これらを　のアイソクラインと呼ぶ

€ 

N1

について

€ 

N1



それぞれの変数方向での定性的解析

(横軸)方向の動き

€ 

N1 のアイソクライン

この線を境に

€ 

dN1
dt

> 0

€ 

dN1
dt

< 0

なら

€ 

N1が増え

なら

€ 

N1が減る
0 20 40 60 80 100 120

20

40

60

80

100

120

€ 

N1

€ 

N2

€ 

dN1
dt

> 0

€ 

dN1
dt

< 0

€ 

N1 = 0

€ 

N2 =
1
a
(K1−N1)

€ 

N1

€ 

K1

€ 

K1
a

€ 

dN1
dt

= r1(1−
N1+aN2

K1
)N1 = 0



なら が増え

なら が減る

(縦軸)方向の動き

€ 

N2

€ 

dN2
dt

> 0

€ 

dN2
dt

< 0
€ 

N2

€ 

N2

€ 

N1

€ 

N2

0 20 40 60 80 100 120

20

40

60

80

100

120

€ 

dN2
dt

< 0

€ 

dN2
dt

> 0

のアイソクライン

€ 

N2

€ 

N2 = K2 −bN1

この線を境に

€ 

N2 = 0

€ 

K2

€ 

K2
b



両方を組みあわせると

0 20 40 60 80
0

20

40

60

80

€ 

N1

€ 

N2

安定平衡点

２つのアイソクライン	
!
!
の交点が平衡点

€ 

dN1
dt

= 0

€ 

dN2
dt

= 0

不安定平衡点

この場合は 
競争排除になる

€ 

(0,0)
€ 

(K1,0)

€ 

(0,K2)

€ 

K2
b

€ 

K1
a

> K2

€ 

K2
b

< K1かつ



アイソクライン法の演習
ロトカ・ヴォルテラ競争系において

€ 

K1
a

> K2

€ 

K2
b

> K1かつ のとき

１　相平面に　と　のアイソクラインを描け

€ 

N1

€ 

N2

２　それぞれのアイソクラインに挟まれた領域で 
　　　と　がどちらの方向に動くかを示せ

€ 

N1

€ 

N2

３　４つの平衡点を○で示せ

４　上の１、２、３の組み合わせから 
　　どの平衡点が安定になるかを調べよ



２つのアイソクライン	
!
!
!

の交差のしかたで共存するかしないかが決まる
€ 

dN1
dt

= 0

€ 

dN2
dt

= 0

0 20 40 60 80 100 120
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80

100

120

0 20 40 60 80 100 120

20

40

60

80

100

120

0 20 40 60 80 100 120

20

40

60

80

100

120

競争排除 共存 双安定



２種が共存する条件

€ 

bK1 < K2２種が共存する

€ 

K1 > aK2 かつ

€ 

bK1 < K2

€ 

bK1 > K2
€ 

bK1 > K2

かつ

競争排除で片方が絶滅する

初期の個体数で結果が変わる
€ 

K1 < aK2

€ 

K1 < aK2
€ 

K1 > aK2 かつ

かつ

つまり種間の競争より	
種内の競争が激しければ共存できる

€ 

ab < 1



ロトカ・ヴォルテラ競争系における	
競争の最終結果に内的自然増加率r は寄与しない

密度に依存した淘汰が強くかかる環境では	
高い環境収容力Kを持つものが生き残る K 淘汰

密度があまり影響しない環境では	
高い増加率rを持つものが生き残る r 淘汰

安定した環境	
個体が飽和している

気候の変動などが厳しく	
生物が少ない環境



病気の流行のモデル

病気の人は一定の割合で回復 
免疫を持つようになる

免疫を持たない人 x 人

病気の人 y 人

免疫を持たない人は 
病気の人と接触すると 
一定の割合で病気がうつる



€ 

dx
dt

= −ayx

€ 

dy
dt

= axy −by a :伝播係数　a>0

b :回復率　b>0

免疫を持たない人 x
病気の人 y

yと接触すると 
病気が伝染する

回復する

病気の流行のモデル



€ 

dx
dt

= −ayx

€ 

dy
dt

= axy −by

１　平衡状態を計算せよ

２　xとyそれぞれのアイソクラインを計算し 
　　xy平面に示せ
３　１と２からxとyがどのような動きをするか 
　　推測せよ



アイソクライン法とは

多次元空間をアイソクラインにより区分けし

区分けされた空間での各変数の増減を調べることで

系の定性的解析をする



線形力学系の解析



線形力学系とは

定数×一次の変数の足し算の形で表される 
力学系

dx1
dt

= a1x1+ b1x2 + c1x3 +

dx2
dt

= a2x1+ b2x2 + c2x3 +

…

…

…



簡単な線形力学系の例

€ 

dx
dt

= x
dy
dt

= y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

€ 

dx
dt

= −x
dy
dt

= −y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

€ 

dx
dt

= x
dy
dt

= −y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

○平衡点を求めよ

○アイソクライン法を用いて 
　平衡点の安定性を調べよ



€ 

dx
dt

= x
dy
dt

= y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

€ 

dx *

dt
= 0

€ 

dy *

dt
= 0

€ 

(x *,y * ) = (0,0)

平衡状態

より

原点が平衡点

€ 

dx
dt

= x = 0

€ 

dy
dt

= y = 0

xのアイソクライン yのアイソクライン



€ 

x = x0et

€ 

y = y0e
t

€ 

dx
dt

= x
dy
dt

= y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

解を実際に求めると

平衡点は不安定

初期値　　　により決められた方向に 
指数的に発散する

€ 

(x0,y0)

x

y



€ 

dx
dt

= −x
dy
dt

= −y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

€ 

dx
dt

= x
dy
dt

= −y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

x = x0e
<t

y = y0e
<t y = y0e

<t

€ 

x = x0et

平衡点は安定 サドル

x

y y

x



€ 

dx
dt

= 2x − y
dy
dt

= −x + 2y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

○平衡点を求めよ

○アイソクライン法を用いて 
　平衡点の安定性を調べよ



€ 

dx
dt

= 2x − y
dy
dt

= −x + 2y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

この線形力学系も解析的に 
解を求められないだろうか？

€ 

x = x0et

€ 

y = y0e
t

€ 

dx
dt

= x
dy
dt

= y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

？



€ 

dx
dt

= 2x − y
dy
dt

= −x + 2y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

n(t ) =
x (t )
y (t )
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´� とベクトルで表すと

dn
dt

=
d
dt

x
y
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�=

2 <1
<1 2
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�
x
y
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�



dn
dt

=
2 <1
<1 2
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�n n(t ) =

x (t )
y (t )
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�

M =
2 <1
<1 2
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´� とすると

dn
dt

=Mn マルサス増殖の式と 
同じ形



€ 

dx
dt

= rx

€ 

x = x0ertの解は

の形になるのではないか？

dn
dt

=Mn n(t ) = uehtの解も

uは初期値を表すベクトル
λは定数



dn
dt

=Mn n(t ) = uehtの解が になるとして

条件を満たす u とλを求める

dn
dt

= uheht

dn
dt

=Mn =Mueht

解をtで微分

解を微分方程式に代入

これらより uheht =Mueht

hu =Muを相殺すると

€ 

eλt



hu =Mu

このような関係が成り立つとき

λはスカラー値	
Mは行列

ベクトル u に行列 M を作用させると 
ベクトル u が λ 倍になることを示す

u を行列 M の固有ベクトル(Eigenvector) 
λを行列 M の固有値(Eigenvalue)!

と呼ぶ



hu =Mu

(M < hI)u = 0

€ 

I =
1 0
0 1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 単位行列

右辺を左辺に移項

uはゼロベクトルではないので 
(M-λI) に逆行列が存在すると

(M < hI)<1(M < hI)u = (M < hI)<1 u 0

となり u=0 で矛盾する　従って

(M-λI) には逆行列が存在しない



(M-λI) に逆行列が存在しないための条件は

€ 

M =
2 −1
−1 2
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ より

€ 

(2 − λ)2 −1= 0
すなわち

€ 

det M − λI( ) = M − λI = 0

€ 

2 − λ −1
−1 2 − λ

= 0



€ 

(2 − λ)2 −1= 0

€ 

λ2 −4λ + 3 = (λ −3)(λ −1) = 0

より解は          と 

€ 

λ1 = 3

€ 

λ2 = 1

€ 

λ1 = 3 に対応する固有ベクトルは

€ 

3x1
3y1

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ =

2 −1
−1 2
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 
x1
y1

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

u1 =
x1
y1

£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�

€ 

x1+ y1 = 0 を満たす

€ 

u1 =
1
−1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 例：

すべての と

€ 

x1

€ 

y1



に対応する固有ベクトルを計算せよ

€ 

λ2 = 1



これまでの計算で得られた２つの解

n(t ) = u1e
3t

n(t ) = u2e
t

は、相平面上ではどこにあるのだろうか？

€ 

λ1 = 3

€ 

λ2 = 1



x

y

€ 

1
−1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

u1 は

の 定数倍

n(t ) = u1e
3t

初期ベクトル（赤線）の方向に向かって	
指数的に発散してゆく



x

y

は

の 定数倍

初期ベクトル（緑線）の方向に向かって	
指数的に発散してゆく

n(t ) = u2e
t

u2

€ 

1
1
⎛ 

⎝ 
⎜ 
⎞ 

⎠ 
⎟ 



n(t ) = u2e
t

n(t ) = u1e
3t

２つの特殊解以外の 
曲線軌道は 

どのように表されるのか？

y

x



n(t ) = u2e
tn(t ) = u1e

3t

他の軌道は２つの解の足しあわせで 
表される

n0 =
x0
y0

£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�初期値ベクトルを とする

n0 = c1u1+ c2u2
係数を適切に選ぶことで 
２つの固有ベクトルを重ねたものに分解できる



n0 = c1u1+ c2u2
それぞれの固有ベクトル方向の動きは 
その方向に指数的に増加する

この式が　　　　　を満たすことを 
!

確かめよ

dn
dt

=Mn

n(t ) = c1u1e
h1t + c2u2e

h2t



を満たすことを確かめよdn
dt

=Mn

が①

②

②左辺より

②右辺より
固有ベクトルはMが作用すると固有値λ倍になる

よって式①は式②の解である

n(t ) = c1u1e
h1t + c2u2e

h2t

dn
dt

= c1h1u1e
h1t + c2h2u2e

h2t

Mn = c1e
h1tMu1+ c2e

h2tMu2

= c1h1u1e
h1t + c2h2u2e

h2t



dn
dt

=Mn の一般解

h1 > 0 h2 > 0かつ のとき

それぞれの固有ベクトル方向の 
動きが大きくなり 

平衡点(0,0)から発散する

y

x

平衡点は不安定(不安定ノード)

n(t ) = c1u1e
h1t + c2u2e

h2t



かつ のとき

それぞれの固有ベクトル方向の 
動きは０に近づき 

平衡点(0,0)に収束する

y

x

平衡点は安定 (安定ノード)

h1 < 0 h2 < 0

n(t ) = c1u1e
h1t + c2u2e

h2t



かつ

片方は０に収束 
片方は発散する

y

x

平衡点は鞍状点 (サドル)

h2 < 0h1 > 0

平衡点を避けるような動き

n(t ) = c1u1e
h1t + c2u2e

h2t



二次元線形力学系
dn
dt

=Mn

€ 

M =
a b
c d
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ は

固有方程式

€ 

(a − λ)(d − λ)−bc = 0 を満たす
２つの固有値を持ち、それが実数解のとき

€ 

λ1 > 0

€ 

λ2 > 0

€ 

λ1 < 0

€ 

λ2 < 0

かつ

なら平衡点は安定ノードかつ

なら平衡点は不安定ノード

€ 

λ1λ2 < 0 なら平衡点はサドル



固有方程式

€ 

(a − λ)(d − λ)−bc = 0 が

虚数解を持つとどうなるか？

特定の方向に直線的に増加／減少することはなくなる

固有ベクトルは実数平面に現れない



€ 

dx
dt

= −x −2y
dy
dt

= 2x − y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

について

○平衡点を求めよ 
!

○アイソクライン法で安定性を調べよ



€ 

dx
dt

= −x −2y
dy
dt

= 2x − y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

€ 

dx *

dt
= 0

€ 

dy *

dt
= 0

平衡点は

より

€ 

(x *,y * ) = (0,0)

xのアイソクライン

yのアイソクライン

€ 

y =
1
2
x

€ 

y = 2x

y

x



€ 

dx
dt

= −x −2y
dy
dt

= 2x − y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

平衡点の周りを 
ぐるぐる廻るのは分かるが

廻りながら収束するのか？ 廻りながら発散するのか？

x



€ 

dx
dt

= −x −2y
dy
dt

= 2x − y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

固有方程式

€ 

(−1− λ)(−1− λ)+ 4 = 0 より

€ 

λ = −1± 2i

固有値が複素数のとき
固有値の実部が負なら収束
固有値の実部が正なら発散する



€ 

dx
dt

= −x −2y
dy
dt

= 2x − y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

固有値

€ 

λ = −1± 2i

平衡点は 
安定フォーカス 
（渦状点）



まとめ 固有方程式

€ 

(a − λ)(d − λ)−bc = 0
の２つの解が

なら平衡点は安定ノード

€ 

λ1 < 0

€ 

λ2 < 0かつ

€ 

λ1 > 0

€ 

λ2 > 0かつ なら平衡点は不安定ノード

€ 

λ1λ2 < 0 なら平衡点はサドル

1) 実数解のとき

2) 複素数解のとき

€ 

λ = α ± βi

€ 

α > 0 なら平衡点は不安定フォーカス

€ 

α < 0 なら平衡点は安定フォーカス



演習問題

€ 

dx
dt

= −x + y
dy
dt

= 3x + y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

について

○平衡点を求め、アイソクライン法で安定性を調べよ

○固有値を求め、安定性を調べよ



€ 

dx
dt

= −x + y
dy
dt

= 3x + y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

€ 

dx *

dt
= 0

€ 

dy *

dt
= 0

平衡点は

より

€ 

(x *,y * ) = (0,0)

xのアイソクライン

yのアイソクライン

€ 

y = x

€ 

y = −3x



€ 

dx
dt

= −x + y
dy
dt

= 3x + y

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

€ 

M =
−1 1
3 1
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

€ 

detM − λI = 0

固有値を求める

より

€ 

(−1− λ)(1− λ)−3 = 0

€ 

λ2 −4 = 0

€ 

λ = ±2 これより平衡点はサドル



y
h1 = 2
に対応する固有ベクトル

u1 =
1
3
£�

¤�
²�
¥�

¦�
´�

実際の軌道

u2 =
1
<1
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�

h2 = <2

に対応する固有ベクトル



線形力学系の平衡点の安定性は	
固有値の正負を調べることで分かる

すべての固有値が負なら	
平衡点は安定

ひとつでも正の固有値があれば	
不安定



力学系の局所安定性解析



前回のおさらい

二次元線形力学系
dn
dt

=Mn

€ 

M =
a b
c d
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

は

固有方程式

€ 

(a − λ)(d − λ)−bc = 0 を満たす

２つの固有値と、それに対応する固有ベクトルを持つ

n(t ) =
x (t )
y (t )
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�



固有方程式

€ 

(a − λ)(d − λ)−bc = 0 の２つの解が

1) 実数解のとき

なら平衡点は安定ノード

€ 

λ1 < 0

€ 

λ2 < 0かつ€ 

λ1 > 0

€ 

λ2 > 0かつ

なら平衡点は不安定ノード

€ 

λ1λ2 < 0
なら平衡点はサドル

①

②

③

①

②

③



2) 複素数解のとき

€ 

λ = α ± βi

€ 

α > 0
なら平衡点は不安定フォーカス

€ 

α < 0
なら平衡点は安定フォーカス



線形力学系の微分方程式は 
解を求めることができる

しかし様々な現象をモデル化した 
数理モデルは非線形が多く 

解析的に解を求めることは難しい

€ 

dN1
dt

= r1(1−
N1+aN2

K1
)N1

€ 

dN2
dt

= r2 (1−
N2 + bN1

K2
)N2



非線形の力学系も 
限られた場所においては 
線形力学系に近似できる

平衡点の局所安定性解析

非線形力学系の解析は 
平衡点の所在とその安定性の解析 

を中心に進む
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平衡点の局所安定性解析
ロトカ・ヴォルテラ競争系での計算例

€ 

dN1
dt

= r1(1−
N1+aN2

K1
)N1

€ 

dN2
dt

= r2 (1−
N2 + bN1

K2
)N2
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0
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100

€ 

(0,0)

平衡点は

€ 

(N1
*,N2

* ) = (0,0)

€ 

(N1
*,N2

* ) = (K1,0)

€ 

(N1
*,N2

* ) = (0,K2)

€ 

(N1
*,N2

* ) = (K1−aK2
1−ab

,K2 −bK1
1−ab

)



２種が共存する平衡点に着目する

とする

平衡点から少しだけずれた場所を 
次のように表す

平衡点 x
y

€ 

(n1,n2)

€ 

(N1,N2)

平衡点 平衡点 
からの 
ずれ

(N1,N2) = (n1+ x,n2 + y )

€ 

(N1
*,N2

* ) = (K1−aK2
1−ab

,K2 −bK1
1−ab

)

€ 

= (n1,n2)



(N1,N2) = (n1+ x,n2 + y ) より

は

€ 

d (n1+ x )
dt

=
dx
dt

€ 

n1 は定数なので

d (n1+ x )
dt

= r1 1<
(n1+ x )+a(n2 + y )

K1

¨�
©�
ª�

¬�
�
®�
(n1+ x )

€ 

dN1
dt

= r1(1−
N1+aN2

K1
)N1



平衡状態を求める条件から

この部分が0

より€ 

dn1
dt

= r1(1−
n1+an2
K1

)n1 = 0

€ 

1−n1+an2
K1

= 0

€ 

n1+an2 = K1

同様に

€ 

1−n2 + bn1
K2

= 0
€ 

dn2
dt

= 0 から

€ 

n2 + bn1 = K2より

計算を楽にする式を作っておく



以上を整理すると

€ 

dx
dt

= r1(n1+ x )− r1
K1

(n1+ x )(n1+an2 + x +ay )

€ 

= r1(n1+ x )− r1
K1

(n1+ x )(K1+ x +ay )

€ 

= r1(n1+ x )− r1(n1+ x )− r1
K1

(n1+ x )(x +ay )

€ 

d (n1+ x )
dt

= r1 1−
(n1+ x )+a(n2 + y )

K1

⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 
(n1+ x ) から

€ 

= −
r1
K1

n1x −
ar1
K1

n1y −
r1
K1

x2 −ar1
K1

xy

平衡状態の条件



€ 

(n1,n2)€ 

(N1,N2)

今注目している点　　　　が　

€ 

(N1,N2)

平衡点　　　のごく近くにあるとする　

€ 

(n1,n2)

平衡点からのずれ 
x, y は 

比較的小さいと 
考えられるx

y



€ 

dx
dt

= −
r1
K1

n1x −
ar1
K1

n1y −
r1
K1

x2 −ar1
K1

xy

平衡点からのずれ x の時間変化は

が平衡点の近傍にあるとすると

€ 

(N1,N2)

x, y ともに小さいので

　 , 　　などの高次の項は無視できるほど小さい

€ 

x2

€ 

xy

€ 

dx
dt

≅ −
r1
K1

n1x −
ar1
K1

n1y と線形に近似できる



€ 

dN2
dt

= r2 (1−
N2 + bN1

K2
)N2

(N1,N2) = (n1+ x,n2 + y )

演習

について

平衡点とそこからの 
ずれに分解し

平衡点からのずれの時間変化 
!　　について線形の方程式を導け

€ 

dy
dt



€ 

dy
dt

= −
br2
K2

n2x −
r2
K2

n2y

€ 

dx
dt

= −
r1
K1

n1x −
ar1
K1

n1y

平衡点の近傍では 
平衡点からのずれ x, y は

の線形微分方程式に従う

N =
x
y
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�なら

dN
dt

=
<
r1
K1

n1 <
ar1
K1

n1

<
br2
K2

n2 <
r2
K2

n2

£�

¤�

²�
²�
²�²�

¥�

¦�

´�
´�
´�´�
N



N =
x
y
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�

dN
dt

=
<
r1
K1

n1 <
ar1
K1

n1

<
br2
K2

n2 <
r2
K2

n2

£�

¤�

²�
²�
²�²�

¥�

¦�

´�
´�
´�´�
N =MN

が安定ならば
平衡点から少しずれたとしても 
ずれ x, y は減少して 
いずれ平衡点に収束する

€ 

(n1,n2)

は、ずれが０なので 
平衡点　　　　そのものを指す

€ 

(n1,n2)

€ 

(x *,y * ) = (0,0)

€ 

(x *,y * ) = (0,0)



N =
x
y
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�

dN
dt

=
<
r1
K1

n1 <
ar1
K1

n1

<
br2
K2

n2 <
r2
K2

n2

£�

¤�

²�
²�
²�²�

¥�

¦�

´�
´�
´�´�
N =MN

固有方程式　　　　　　　　　より

行列の固有値から線形力学系の安定性を調べる

€ 

−
r1
K1

n1− λ
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ −

r2
K2

n2 − λ
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ −
abr1r2
K1K2

n1n2 = 0

整理して

€ 

λ2 +
r1
K1

n1+
r2
K2

n2
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ λ +

r1r2
K1K2

(1−ab)n1n2 = 0

€ 

M − λI = 0



€ 

λ2 +
r1
K1

n1+
r2
K2

n2
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ λ +

r1r2
K1K2

(1−ab)n1n2 = 0

€ 

ax2 + bx + c = 0

€ 

α + β = −
b
a

€ 

αβ =
c
a

の解α, βは

の関係を持つ

について

€ 

λ1λ2 =
r1r2
K1K2

(1−ab)n1n2
€ 

λ1+ λ2 = −
r1
K1

n1+
r2
K2

n2
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ < 0

この部分は正



€ 

λ1λ2 =
r1r2
K1K2

(1−ab)n1n2

€ 

1−ab > 0 なら　　　　　  　で平衡点は局所的に安定

€ 

λ1 < 0,λ2 < 0

なら　　　　　　でサドルになる

€ 

λ1 > 0,λ2 < 0
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€ 

ab > 1

1-ab<0



練習問題
ロトカ・ヴォルテラ競争系の 
競争排除の平衡点　　　　　　　　の 
局所安定性を調べよ

€ 

(x *,y * ) = (K1,0)

①座標を平衡点とそこからのずれに分解し、 
　平衡点からのずれについて微分方程式を導け

②平衡点からのずれが小さいと仮定して 
　線形力学系を導け

③ 線形力学系の固有値を計算し、 
　平衡点の周辺の安定性（局所安定性）を調べよ



テイラー展開を使えば	
もっとスマートに局所安定性を計算できる

テイラー展開とは

  

€ 

f (x ) = a0 +a1x +a2x2 +!

何回でも微分可能な関数 f(x) を

€ 

= akxk
k=0

∞
∑

の形で表すこと



  

€ 

f (x ) = a0 +a1x +a2x2 +!

€ 

x = 0 を代入すると

€ 

f (0) = a0
従って

€ 

a0 = f (0)

  

€ 

ʹ f (x ) = a1+ 2a2x + 3a3x2!

f(x) を x で微分すると

x=0を代入して

€ 

a1 = ʹ f (0)



これを繰り返すと

  

€ 

f (x ) = f (0)+ ʹ f (0)
1!

x +
ʹ ́ f (0)
2!

x2 +
ʹ ́ ́ f (0)
3!

x 3 +!

これは０の周りのテイラー展開 
マクローリン展開と呼ばれる

€ 

x = x0 +hx を のように
特殊な点　 とそこからのずれ h で表すと

€ 

x0
同様の計算から

  

€ 

f (x0 + h) = f (x0)+
ʹ f (x0)
1!

h +
ʹ ́ f (x0 )
2!

h2 +
ʹ ́ ́ f (x0)
3!

h3 +!



  

€ 

f (x0 + h) = f (x0)+
ʹ f (x0)
1!

h +
ʹ ́ f (x0 )
2!

h2 +
ʹ ́ ́ f (x0)
3!

h3 +!

€ 

= f (n) (x0)
k=0

∞
∑

hk

k!

テイラー展開

　からのずれ h が小さければ

€ 

x0
h の高次の項は無視できるほど小さくなる

€ 

f (x0 + h) ≅ f (x0)+ ʹ f (x0)h

€ 

= 1+ 0.007n でおおまかに計算できる

€ 

(1.007)n ≅ 1n +n ⋅1n−1 ⋅ (0.007)



２変数関数のテイラー展開

€ 

f (n1+ x,n2 + y ) = f (n1,n2 )+
1
1!

∂
∂N1

f (n1,n2)x +
∂

∂N2
f (n1,n2)y

⎧ 
⎨ 
⎩ 

⎫ 
⎬ 
⎭ 

  

€ 

+
1
2!

∂2

∂N12
f (n1,n2)x2 +

∂2

∂N22
f (n1,n2)y2 +

∂2

∂N1∂N2
f (n1,n2 )xy

⎧ 
⎨ 
⎪ 

⎩ ⎪ 

⎫ 
⎬ 
⎪ 

⎭ ⎪ 
+!

€ 

N1 = n1+ x

€ 

N2 = n2 + y とすると

€ 

(n1,n2) からのずれ x, y が小さいならば

€ 

f (n1+ x,n2 + y ) ≅ f (n1,n2 )+
∂
∂N1

f (n1,n2)x +
∂

∂N2
f (n1,n2)y



€ 

dN1
dt

= f (N1,N2 )

dN2
dt

= g(N1,N2 )

⎧ 

⎨ 
⎪ 

⎩ 
⎪ 

２変数の非線形力学系

について

€ 

(N1
*,N2

* ) = (n1,n2)平衡点を とする

平衡点から少し離れた点を

€ 

(N1,N2) = (n1+ x,n2 + y )

平衡点とそこからのずれ x,y で表す

平衡点
x

y

€ 

(n1,n2)

€ 

(N1,N2)



€ 

(N1,N2) = (n1+ x,n2 + y ) より

€ 

d (n1+ x )
dt

=
dx
dt

= f (n1+ x,n2 + y )

テイラー展開して高次の項を無視すると

€ 

≅ f (n1,n2 )+
∂
∂N1

f (n1,n2)x +
∂

∂N2
f (n1,n2)y

平衡点

€ 

=
∂
∂N1

f (n1,n2)x +
∂

∂N2
f (n1,n2)y

同様に

€ 

dy
dt

≅
∂
∂N1

g(n1,n2)x +
∂

∂N2
g(n1,n2)y



€ 

dx
dt

=
∂
∂N1

f (n1,n2)x +
∂

∂N2
f (n1,n2)y

dy
dt

=
∂
∂N1

g(n1,n2)x +
∂

∂N2
g(n1,n2)y

⎧ 

⎨ 
⎪ ⎪ 

⎩ 
⎪ 
⎪ 

dN
dt

=

,
,N1

f (n1,n2)
,

,N2
f (n1,n2)

,
,N1

g(n1,n2)
,

,N2
g(n1,n2)

£�

¤�

²�
²�
²�²�

¥�
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´�
´�
´�´�
N N =

x
y
£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�

この行列をヤコビ行列 (Jacobian) と呼ぶ
ヤコビ行列の固有値を計算すると 
平衡点近傍の局所安定性が計算できる



まとめ

非線形の多次元力学系では 
平衡点近傍で変数を平衡点と 
そこからのずれに分解することで 

線形化して解析できる

平衡点の局所安定性解析

これを

と呼ぶ



平衡点の局所安定性解析の例

ロトカ・ヴォルテラ捕食系の変形モデル

被食者(prey)　　個体数 x
ロジスティック増殖する
捕食者に食べられる

捕食者(predator)　個体数 y
捕食者を食べて増える



€ 

dx
dt

= rx (1− x
K
)− axy
1+hx

€ 

dy
dt

=
bxy
1+hx

−cy

ロジスティック 
増殖

食べられた

ごちそうさま

a: 被食率 
b: 補食率 
c: 死亡率

餌がたくさんあっても 
食べきれない
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€ 

dx *

dt
= 0

€ 

dy *

dt
= 0

平衡点は

かつ より

€ 

(x *,y * ) = (0,0)

€ 

(x *,y * ) = (K ,0)

€ 

(x *,y * ) = ( c
b −ch

, r
a
(1− x

*

K
)(a +hx * ))

の３つ

生物不在

捕食者不在

共存



アイソクライン法による安定性解析

0 20 40 60 80 100

20

40
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80

100 dy
dt

= 0

dx
dt

= 0

共存平衡点が安定かどうか 
分からない

x

y

局所安定性解析



ヤコビ行列を使った共存平衡点の 
局所安定性解析

€ 

(x *,y * ) = ( c
b −ch

, r
a
(1− x

*

K
)(a +hx * )) = (x0,y0 )

ヤコビ行列を使い平衡点の近傍で線形化すると

dn
dt

=

,
,x

dx
dt

x = x0
y = y0

,
,y

dx
dt

x = x0
y = y0

,
,x

dy
dt

x = x0
y = y0

,
,y

dy
dt

x = x0
y = y0

£�

¤�

²�
²�
²�
²�

¥�

¦�

´�
´�
´�
´�

n n =
n1
n2

£�

¤�
²�

¥�

¦�
´�



固有値が虚数解をもつが実部が負の場合
λ1=-0.00125+0.0157619i
λ2=-0.00125-0.0157619i
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振動しながら共存平衡点に収束する
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固有値の実部が０を通り越して正になると
λ1=0.000685326 + 0.0179459i
λ2=0.000685326 - 0.0179459i

共存平衡点は局所的に不安定フォーカスになり 
リミットサイクルがあらわれる
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共存平衡点が 
第一象限に存在しないと 
被食者のみが存在する平衡点が 
安定ノードになる
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安定フォーカスだった平衡点が 
パラメータが変化するにつれて 

不安定になり 
リミットサイクルが広がっていくような変化を 

ホップ分岐と呼ぶ
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http://www.jfa.go.jp/

再生産と漁獲

http://www.jfa.go.jp
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A2. GLOBAL TRENDS IN THE STATE OF MARINE FISHERIES 

RESOURCES 1974-2004 

 

by  Serge M. Garcia, Ignacio de Leiva Moreno 

and Richard Grainger * 

INTRODUCTION 

Following the publication of its first global 

review of marine fish stocks in the early 1970s, 

the FAO's Fisheries Department has been 

monitoring regularly the state of these resources, 

publishing the results in "The State of World 

Fishery Resources, Marine Fisheries". This 

chapter largely draws on preceding papers FAO, 

(2000) and Garcia and de Leiva Moreno (2001, 

and 2003), updated with the latest estimates 

presented in other chapters of this volume. The 

present issue of the marine resources review is 

presented by FAO statistical area and by type of 

resources. It is based on the analysis of two sets 

of data: (1) the result of stock assessment from 

scientists and regional fishery bodies and 

arrangements or working groups, compiled by the 

Marine Resources Service up to 2004 and (2) the 

fishery statistics submitted by the FAO members 

to the Fisheries Information, Data and Statistic 

Unit, up to 2002. A summary of the assessment is 

also made available in the biennial FAO Fisheries 

Department flagship publication "The State of 

World Fisheries and Aquaculture" (SOFIA). This 

article is an update of the SOFIA 2000 summary. 

  

GLOBAL SITUATION 

The assessment data available to FAO in 2004 in 

the 17 FAO statistical region areas plus the 

"Tuna" category, is discussed in each chapter and 

has been summarized in the final tables in this 

volume. These tables concern 584 "stock" items 

and information concerning their state is 

available for 441 (76 percent) of them. The 

proportion of stocks for which no information is 

available has remained stable throughout the last 

15 years even though the absolute number of 

"stock" items considered has increased 

3%

20%

52%

17%

7%

1%
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Figure A2. 1 - State of world stocks in 2004

Figure A2. 2 -  Percentage of stocks exploited beyond MSY levels (O+D+R), at MSY levels (F), and 

below MSY levels (U+M) by FAO statistical areas in 2004
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TAC制度

• 魚種ごとに毎年漁獲総量を定める	
• サンマ・スケトウダラ・マアジ・マイ
ワシ・サバ類・スルメイカ・ズワイガ
ニ	

• 国連海洋法条約が背景



TACの決まり方

• 行政（国：調整）	
• 水産研究所（資源動向）ABC	
• 漁業者（経営）



ABC

• Allowable Biological Catch	

• 生物学的許容漁獲量	

• 水産研究所が国の委託で調査・算定



コホート解析
水産資源の評価で最も良く用いられる手法の一つ



• データ：年齢別漁獲量 

• 年齢別の総個体数を推定する方法 

• 死亡の原因を漁獲Fと自然死亡Mにわけ
る

コホート解析

€ 

pi = Exp −M − Fi[ ]



• 漁獲圧が強いほど結果が信頼できる 

• 自然死亡率Mを変えると推定個体数の絶
対値は変わるが経年変化のトレンドは変
わらない 

• 最高齢の漁獲係数F(Ft)の影響は、年齢
をさかのぼるにつれて減少する
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Virtual Population Analysis

Hiroshi Hakoyama⇤

August 29, 2016

1 Backward calculation
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Ni = f(Ni+1, Ci, Di) (3)

For a single cohort of fish (all fish hatched at the same time), if we know
the catch of each year Ci(i = 1, 2, . . . , t - 1), the natural mortality Di and the
number of oldest fish Nt, we can calculate the number of fish each year Ni,
starting from the oldest ages and moving backward to the youngest.

2 Discrete Fisheries

Ni = Ni+1 + Ci +Di (4)

Di = Ni(1- s) (5)

Ni =
Ni+1 + Ci

s

(6)

3 Continuous-time fishing and natural mortality

3.1 Cohort dynamics

Let N be the population of a cohort of fish at time t. The rate of population
decrease is expressed as follows:

dN

dt

= -ZN, (7)

⇤FRA

1



where Z is the instantaneous coe�cient of total mortality. The solution of Eq.(7)
is

Nt = N0 exp {-Zt} , (8)

or
Nt = Ni exp {-Z(t- i)} . (9)

Here we assume the mortality is decomposed into fishing mortality and nat-
ural mortality:

Z = F+M, (10)

where F is the instantaneous coe�cient of fishing mortality, and M is that of
natural mortality. Both factors are independent.

3.2 Catch dynamics

Let h be the cumulative catch at time t. The dynamics of h is given by

dh

dt

= FN. (11)

The solution of Eq.(11) is given as follows:

Zhi+1

hi

dh =

Z i+1

i

FNdt,

hi+1 - hi = F

Z i+1

i

Ni exp {-Z(t- i)}dt,

= FNi
-1

Z

[exp {-Z(t- i)}]i+1
i ,

= FNi
-1

Z

(exp {-Z}- 1),

Ci = hi+1 - hi =
F

F+M

Ni(1- exp {-Z}), (12)

where Ci is yearly catch; catch from time i to i+ 1.

3.3 Gulland’s Virtual Population Analysis

The VPA model is based on following two formulae:

Ni+1 = Ni exp {-(Fi +M)} , (13)

Ci = Ni
Fi(1- exp {-(Fi +M)})

Fi +M

. (14)

In this case, we can not calculate the explicit function Ni = f(Ni+1, Ci,M)
from Eqs.(13, 14), so we have to find Ni numerically.

Note that we have a solution for F from Eq.(13),

Fi = - log
Ni+1

Ni
-M. (15)

2



4 Pope’s approximation

Pope’s approximation for the VPA model assumes instantaneous midyear fishery
(Fig. 1).

i i + 1i + 0.5

Ni

Ni+1

Ni expH-0.5ML
Ni expH-0.5ML - Ci

Figure 1: Instantaneous midyear fishery

Figure 1 indicates that the population size at time i+ 0.5 multiplied by the
survival rate equals the population size at time i+ 1:

Ni+1 =

✓
Ni exp

�
-
M

2

�
- Ci

◆
exp

�
-
M

2

�
. (16)

Thus, Ni = f(Ni+1, Ci,M) can be expressed as follows:

Ni = Ni+1 expM+ Ci exp

�
M

2

�
. (17)

5 Example: The Pacific stock of walleye pollock

5.1 Model

Here we consider multiple cohorts. Let Na,i be the number of fish at age a and
year i.

Na+1,i+1 = Na,i exp {-(Fa,i +Ma)} , (18)

Na,i = Na+1,i+1 expMa + Ca,i exp

�
Ma

2

�
, (19)

Fa,l =
1

3

(Fa,l-3 + Fa,l-2 + Fa,l-1), (20)

Fk,i = Fk-1,i, (21)

Na,l =
Fa,l +Ma

Fa,l
Ca,l

1

(1- exp {-(Fa,l +Ma)})
, (22)

3



Nk,i =
Fk+,i +Mk+

Fk+,i
Ck+,i, (23)

where a is age (a = 0, 1, 2, . . . , k-1, k). k is the last age of a year-class (k = 8).
k+ indicates the plus group which includes older ages k, k+1, k+2, .... i is year
(i = 1981, 1982, . . . , 1998). The latest year l is 1998. Appendix A shows the
derivation of Eq.(23).

5.2 Procedure

• Assume arbitrary Fk+,l (e.g., Fk+,l = 1)

• Calculate Nk,l =
Fk+,l+Mk+

Fk+,l
Ck+,l

• Calculate Nk-1,l-1, Nk-2,l-2, . . . using Eq.(19)

• Calculate Fk-1,l-1, Fk-2,l-2, . . . using Fa,i = - log Na+1,i+1

Na,i
-Ma

• Calculate Fk,l-1 using Fk,l-1 = Fk-1,l-1

• Calculate Nk-1,l-2, Nk-2,l-3, . . . and Fk-1,l-2, Fk-2,l-3, . . .

• Calculate all N and F to backward likewise

• Calculate Fk-1,l =
1
3 (Fk-1,l-1 + Fk-1,l-2 + Fk-1,l-3)

• Calculate Nk-1,l =
Fk-1,l+Mk-1

Fk-1,l
Ck-1,l

1
(1-exp{-(Fk-1,l+Mk-1)})

• Calculate all N and F to backward likewise

• Lastly calculate Fk,l to be Fk,l = Fk-1,l using excel solver

6 Appendix A

Let Nk+,t be the number of fish of the plus group k+ at time t. Nk+,t and
Ck+,t are expressed as:

Nk+,t+1 = Nk-1,t exp {-(Zk-1)}+Nk,t exp {-(Zk)}+Nk+1,t exp {-(Zk+1)}+...,

(24)

Ck+,t+1 = Ck,t + Ck+1,t + Ck+2,t + ... (25)

Using Eqs.(13,14), we have

Ni =
CiZi

Fi
+Ni+1, (26)

thus,

4



Ni =
CiZi

Fi
+Ni+1

=
CiZi

Fi
+

Ci+1Zi+1

Fi+1
+Ni+2

=
CiZi

Fi
+

Ci+1Zi+1

Fi+1
+

Ci+2Zi+2

Fi+2
+Ni+3

Note that limk!1 Ni+k = 0. Therefore, if we assume that Fi = Fi+1 = ... =
Fi+, the number of fish of age i is expressed as:

Ni = (Ci + Ci+1 + ...)
Zi+

Fi+

= Ci+
Zi+

Fi+

5



Age Structure







• 個体群を構成するすべての個体の数を年
齢もしくは発育段階で分けて考える 

• 各齢層(age class)に属する個体数の分
布を齢構成(age structure)という 

• 各齢層で、生残率、繁殖率が違う

齢構成
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出産率に密度効果のあるモデル



Stable age distribution



レズリー行列モデルが 
安定齢分布を持つ条件

レズリー行列が既約であれば、 
どのような年齢分布の初期値から初めても 
年齢分布は安定齢分布に収束する



行列が既約であるとは？

• 対応する有向グラフが完全連結であるこ
とと、行列が既約であることは同値であ
る。	

• 任意の点から任意の点へ到達できるグラ
フは完全連結である



すべての行列の要素が非負（正または0)で既約な 
行列Aは、１つの実数で正の固有値λ1をもつ。 
λ１は固有方程式の単根である。その他の固有値 
λiの絶対値はすべて|λi|<=λ1を満たす。また、 
λ1に対する固有ベクトルの要素はすべて同じ 

符号を持つ。

フロベニウスの定理
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Model aggregation

Model aggregation

生態学的なシステムの単純化
適切なレベルのアグリゲーションや複雑さを決定することは、生態
学的なシステムを記述する上で重要な問題
Determining appropriate levels of aggregation or complexity
constitutes a major problem in describing ecological systems (Iwasa
1987, 1989).

モデル選択とモデル・アグリゲーションは密接に関わっている
Model selection is closely related to model aggregation.
予測のためにどの程度単純なモデルを用いるかを判断するモデル選
択は、候補のモデル群の構築に関わるモデル・アグリゲーションと
密接に関わっている
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Model aggregation

Perfect aggregation of deterministic nonlinear dynamics

Full dynamics (microdynamics)

dxi
dt

= fi(x1, . . . , xn) i = 1, . . . , n. (1)

A reduced set of variables

yj = gj(x1, . . . , xn) j = 1, . . . ,m, m < n. (2)

Aggregated dynamics (macrodynamics)

dyj
dt

= Fj(y1, . . . , ym) j = 1, . . . ,m. (3)

If the macrovariables behave identically both in the full system and
in the aggregation, we say that ‘perfect aggregation’ is realized by
the aggregation scheme (Iwasa 1987).
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Examples of perfect aggregation

Example 1: Exponential growth

microdynamics

dx1
dt

= ax1 + bx2,

dx2
dt

= cx2 + dx1.

If and only if a+ d = b+ c,

macrodynamics

dy

dt
= ry, where y = x1 + x2 & r = a+ d.
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Examples of perfect aggregation

Example 2: Age structure

microdynamics

dx1
dt

=
n∑

i=2

mixi − (u1 + vx1)x1 − g1x1,

dxi
dt

= gi−1xi−1 − uixi − gixi. i = 2, . . . , n− 1,

dxn
dt

= gn−1xn−1 − unxn.

Reduced variables

dy1 = b1x1,

dy2 = b2x2 + · · ·+ bnxn.
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Examples of perfect aggregation

Example 2: Age structure

If and only if,

mi/bi = constant, i = 2, . . . n,

(bi+1/bi − 1)gi − ui = −un,

then

macrodynamics

dy1
dt

= (b1mn/bn)y2 − (u1 + (v/b1)y1)y1 − g1y1,

dy2
dt

= (b2g1/b1)y1 − uny2.
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Examples of perfect aggregation

Example 3: Migration between local populations

microdynamics

dx1
dt

= f1(x1) +D(x2 − x1),

dx2
dt

= f2(x2) +D(x1 − x2).

If and only if f1(x1) = rx1 + b1 and f2(x2) = rx2 + b2

macrodynamics

dy

dt
= ry + (b1 + b2), where y = x1 + x2.
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Approximate aggregation

Approximate aggregation

近似アグリゲーション
完全アグリゲーションができない場合でも、microdynamicsと
macrodynamicsの挙動の近さをある種の距離として評価して、よい
macrodynamicsを考えていくことができる (Iwasa 1989).

Best aggregated system
The best aggregated system greatly depends on the choice of
criterion, especially with regard to the selection of the time horizon
and of the weighting for the initial state (Iwasa 1989).
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モデル選択と予測：その考え方と方法

箱山　洋

hako@affrc.go.jp
水産総合研究センター

hako@affrc.go.jp
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Ecological Modelling

生態学における動態モデル
例えば、

食物網動態, Food web dynamics
個体群動態, Population dynamics
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Probability Models

確率モデル (確率変数の分布)とは？

観察から得た知識から構築
データを発生させたと仮定するメカニズム
“真の分布=現実=自然”は別に存在する
確率モデルは便利で概念的な自然の表現

-2 0 2 4 6 8 10
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Aims of the model

モデルの目的

実証的研究, Empirical study

検定
仮説を保留し反証
自然の構造を理解
モデルの仮定の妥当性を
重視

将来予測, Forecast
推定と外挿
データから最善の予測
予測精度が目的であり、
予測モデルの仮定は問題に
しない
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Prediction accuracy

予測精度を決めるもの

真の確率分布のよい推定が予測精度を向上させる
推定精度
モデルの複雑さ（パラメータ数）が減少するか、サンプルサイズが
増加すれば、精度は改善される傾向がある

Overfitting

少ないデータで多すぎるパラメータを推定することを Overfittingと
いう。推定されるモデルは反復データごとに大きく異なり、予測性
は平均的には低下する。



はじめに 復習 不一致 規準 近似規準 個体群の動態予測 References

Model selection

モデル選択

1 データのサンプルサイズは限られている

2 複雑さ・構造の異なる複数の確率モデルを用意

3 利用できるデータにそれぞれ当てはめる

4 真の確率分布の推定精度がよいモデルを選ぶ

5 選んだベストモデルを予測に用いる
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Model complexity

モデルの複雑さ

現実 > Operating model > 近似モデル

Operating model

現実に最も近い詳細なモデル
データを考えるためのモデル

近似モデル
パラメータ数の少ないモデル
データにあてはめるモデル
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Model, parameter and estimator

モデル、パラメータ、推定量

確率変数: X 例

モデル: fθ(x) fµ,σ2(x) = 1√
2πσ2

exp −(x−µ)2

2σ2

パラメータ: θ θ = (µ,σ2)′

データ: x x = (x1, x2, . . . , xn)′

推定量: θ̂(x) µ̂ = 1
n

n∑
i=1

xi, σ̂2 = 1
n

n∑
i=1

(xi − µ̂)2
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Estimator

推定量の性質

不偏推定量: E[θ̂] = θ µ̂ = 1
n

n∑
i=1

xi, σ̂2 = 1
n−1

n∑
i=1

(xi − µ̂)2

最良不偏推定量: 不偏推定量の中で最小の分散を持つ

一致推定量: E[θ̂n] → θ as n → ∞ σ̂2 = 1
n

n∑
i=1

(xi − µ̂)2
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MLE

最尤推定量, Maximum likelihood estimator θ̂

尤度（データが得られる確率密度）: L(θ;x) =
n∏

i=1
fθ(xi)

最尤推定量: 尤度を最大にする θ = (θ1, θ2, . . . , θp)′ の値

θ̂ = argmax
θ

L(θ;x)
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MLE

最尤推定量の性質

必ずしも不偏推定量ではない

密度関数が一般的な正則条件を満たす場合、

一致推定量である

漸近的に正規分布に従う

漸近分布の分散共分散行列はフィッシャー情報行列の逆行列:
θ̂ ∼ N (θ, J(θ)−1)
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Discrepancy

分布と分布のずれ：不一致

確率変数 X の真の分布を f(x)とする

f HxL

-6 -4 -2 0 2 4 6 x
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Discrepancy

分布と分布のずれ：不一致

近似モデルの分布を g(x)とする

f HxL
gHxL

-6 -4 -2 0 2 4 6 x
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Discrepancy

分布と分布のずれ：不一致

分布 f(x)と分布 g(x)のあいだにずれ→何らかの汎関数で定量化

f HxL
gHxL

-6 -4 -2 0 2 4 6 x
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Discrepancy

不一致関数∆(θ)の例

∆(θ) =
∫
(f (x)− gθ(x))2dx

f HxL
gHxL

-6 -4 -2 0 2 4 6 x

f(x):真の分布（Operating model), gθ(x): 近似モデル
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Discrepancy

不一致∆(θ̂(x))は確率変数である

∆(θ̂(x)) =
∫
(f (x)− gθ̂(x)(x))

2dx
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DHq`L
確
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密
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データ xごとに異なる不一致∆(θ̂(x))が得られる
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The discrepancy due to approximation

近似による不一致∆(θ0)

近似モデル gθ(x)のなかでベストモデルを考える。

θ0 = argmin
θ

∆(θ)

最善の近似モデル gθ0(x)と真の分布 f(x)との不一致∆(θ0)を「近
似による不一致」と呼ぶ。
近似による不一致∆(θ0)は、gθ(x)の関数型にのみ依存し、データ
に依存しない定数である。
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Example: Histogram

ヒストグラムモデル (Linhart and Zucchini, 1986)の例
密度関数 f(x)をヒストグラム gθ(I)(x)で近似する問題
I 分割したヒストグラムの高さ：θ = (θ1, θ2, . . . , θI)′

∆(θ̂) =
∫
(f(x)− gθ̂

(I)(x))2dx

真の分布 f(x)を既知とする：スケソウダラ体長分布
(n=52049)
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Example: Histogram

近似による不一致

青：真の分布 f(x)
黄：最善の近似モデル gθ0

(I)(x)

I = 10 I = 80

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800
体長（㎜）

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800
体長（㎜）

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800

単純な近似モデルは当てはまりが悪い
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Example: Histogram

推定による不一致、n = 100

黄：最善の近似モデル gθ0
(I)(x)

赤：あるデータ n = 100から推定された近似モデル gθ̂
(I)(x)

I = 10 I = 80

0
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0

0 100 200 300 400 500 600 700 800

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800

複雑な近似モデルは当てはまりが悪い
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Example: Histogram

全体の不一致、n = 100

青：真の分布 f(x)
赤：あるデータ n = 100から推定された近似モデル gθ̂

(I)(x)

I = 10 I = 80

0
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体長（㎜）

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800
体長（㎜）

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800

全体として複雑な近似モデルは当てはまりが悪い
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An empirical discrepancy

経験不一致

∆(θ)の一致推定量を経験不一致∆n(θ)と呼ぶ
最小不一致推定量: ∆n(θ) を最小にする θ の値

θ̂ = argmin
θ

∆n(θ)

Fn を経験分布関数とすれば、∆n(θ) = ∆(θ, Fn)は一つの経験
不一致
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Discrepancy: Summary

不一致:まとめ

真のモデル F と近似モデル Gθ の当てはまりの悪さ

目的に応じて様々な不一致関数∆(Gθ, F )が考えられる

小サンプルサイズでは単純なモデルの不一致が小さい傾向

（全体の）不一致 = 近似による不一致 + 推定による不一致

∆(Gθ̂, F ) = ∆(Gθ0 , F ) + ∆(Gθ̂, Gθ0)

確率変数 定数 確率変数
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criteria

規準, criterion

真の分布が未知であるから、通常は不一致∆(θ̂) = ∆(Gθ̂, F )
を推定できない

しかし、不一致の期待値 EF∆(θ̂)をデータから推定できる

平均で見て小さな不一致を示すモデルは予測精度が高い

期待不一致の推定量をモデル選択の規準とする

規準によって、真の分布が未知のまま予測精度の高いの近似モ
デルを選ぶことができる
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Example: Histogram

例：ヒストグラムモデルの規準

EF [∆(θ̂)] = EF [
∫
(f(x)− gθ̂

(I)(x))2dx]

where θ̂i =
niI
nL , ni は区間 iに入るデータの個数、I は分割数、Lは

分布の範囲。

このうち近似分布にのみ依存する部分は、

EF [
∫
(−2f(x)gθ̂

(I)(x) + gθ̂
(I)(x)

2
)dx]

であり、この量も期待不一致と呼ぶ。その不偏推定量（規準）は、

C(x) = I
nL

[
1− n+1

n−1

(
I∑

i=1

n2
i

n − 1

)]
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Example: Histogram

例：ヒストグラムモデルのモデル選択、n = 100

10 20 30 40 50 60 70

-0.0025

-0.002

-0.0015

規準

パラメータ数, I
Best Model: I = 10 Overfitting: I = 80

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800
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Criterion: Summary

規準:まとめ

期待不一致 EF∆(θ̂)の推定量がモデル選択の規準

期待不一致は定数であり、近似モデルとサンプルサイズで決定
される

即ち、あるサンプルサイズに対して、複数の近似モデルのなか
に期待不一致最小となる近似モデルが存在する

モデル選択は、その期待不一致最小となる近似モデルを推定す
る問題である

ここでのモデル選択は、真のモデルを選ぶものではないし、近
似モデルの構造・メカニズムを正当化するものでもない
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Approximate criterion

近似規準

一般に多くの場合で、期待不一致 EF∆(θ̂)やその推定量であ
る規準は複雑すぎて導くことができない

そこで、漸近理論に基づいた近似的な規準が考えられた (eg,
Akaike, 1973, 1974; 竹内, 1976; Linhart and Zucchini, 1986)

サンプルサイズが十分に大きく、真の分布と近似分布が十分に
近いという仮定のもとで、規準は比較的簡単な式となる

AIC(A Information Criterion; Akaike, 1973, 1974)は、そのよ
うな近似規準のひとつである

以下、竹内 (1976)に沿って Kullback-Leibler不一致に基づいた近似
規準を考える
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Kullback-Leibler discrepancy

Kullback-Leibler不一致

尤度比の期待値をとった不一致を考える

∆(θ) = EF

[
log f(x)

gθ(x)

]
=

∫
f(x) log f(x)

gθ(x)
dx

f(x)の分布の中心でのずれがより強調される量となっている

f HxL
gHxL

-6 -4 -2 0 2 4 6 x

∆(θ)のうち近似モデルを含む項を Kullback-Leibler不一致と呼ぶ：

∆KL(θ) = −EF [log gθ(x)] = −
∫
f(x) log gθ(x)dx
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Empirical Kullback-Leibler discrepancy

Kullback-Leiblerの経験不一致

∆KL(θ)は確率変数 X が f(x)に従うときの log gθ(x)の期待値で
あるから、真の分布が未知でもサンプルからその一致推定量、すな
わち経験不一致を計算できる：

∆n(θ) = ∆(Gθ, Fn) = − 1

n

n∑

i=1

log gθ(xi)

= − 1

n
L(θ;x)

最小不一致推定量 θ̂ は∆n(θ)の最小化で得られるが、L(θ;x)が対
数尤度であるから、最尤推定量である
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Asymptotic distribution of θ̂

θ̂の漸近分布
∂L(θ)
∂θ |θ=θ̂= 0を θ0 の周りでテイラー展開し、2次の項までとる計
算から、θ̂ の漸近分布が多変量正規分布に従うことを計算できる：

√
n(θ̂ − θ0) ∼ N (0, J(θ0)

−1I(θ0)J(θ0)
−1)

ただし、θ0 は近似による不一致∆(θ0)を与える定数である。J(θ)
と I(θ)は、次のような対称行列で定義される：

J(θ) = −EF

[
∂2

∂θ∂θ′ log gθ(x)

]

I(θ) = EF

[
∂

∂θ
log gθ(x)

∂

∂θ′ log gθ(x)

]

gθ(x) = f(x)であれば、J(θ0) = I(θ0)となり、X が f(x)に従う
場合の最尤推定量の漸近分布に一致する
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Expansion of the expected KL discrepancy

Kullback-Leibler不一致の展開

∆(θ̂)を θ0 のまわりで展開し、2次の項までとる：

∆(θ̂) ∼ ∆(θ0) +
1

2
(θ̂ − θ0)

′J(θ0)(θ̂ − θ0) (1)

一方、M = ∆(θ0)−∆n(θ0)がでるように∆(θ0)を変形する：

∆(θ0) ∼ ∆n(θ̂) +
1

2
(θ̂ − θ0)

′J(θ0)(θ̂ − θ0) +M (2)

従って、式 (1), (2)から、

∆(θ̂) ∼ ∆n(θ̂) + (θ̂ − θ0)
′J(θ0)(θ̂ − θ0) +M (3)
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Criterion of the KL discrepancy

Kullback-Leibler規準

先に求めた推定量 θ̂ の漸近分散共分散行列より、

EF (θ̂ − θ0)
′J(θ0)(θ̂ − θ0) ∼

1

n
trace J(θ0)

−1I(θ0)

また、EFM = 0である。
これらと式 (3)より Kullback-Leibler不一致の期待値は、

EF∆(θ̂) ∼ EF∆n(θ̂) +
1

n
trace J(θ0)

−1I(θ0)

KL規準（期待不一致の推定量）は、

C = ∆n(θ̂) +
1

n
trace J(θ̂)−1I(θ̂) (4)
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A Information Criterion

AIC

式 (4)で、J(θ̂) = I(θ̂)であれば、

trace J(θ̂)−1I(θ̂) = p

このとき、式 (4)の両辺を 2n倍すると、AICに一致する：

AIC = −2L(θ̂;x) + 2p
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Approximate criterion: Summary

近似規準:まとめ

正確な規準を導けないモデルでも広く用いることができる

真の分布と近似分布が近いとき、trace J(θ̂)−1I(θ̂) = pがよい
近似となる

近似モデルが柔軟で真のモデルを十分に扱える場合、近似によ
る不一致が小さいので、trace J(θ̂)−1I(θ̂) = pとする近似が正
確である可能性がある

逆にパラメータ数（柔軟性）が極端に小さい場合は
trace J(θ̂)−1I(θ̂) = pの近似は悪くなる傾向がある
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個体群の動態予測

複雑なモデルは予測に適しているか？

内容
年齢・空間構造のある個体群の総個体数の予測を行う
データ数やパラメータに応じて、どの程度の複雑さの近似モデ
ルを予測に用いるべきか？
ウナギ個体群を例に考える
モンテカルロ法を用いて、予測のためのモデルを選択する
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ウナギ回遊

ウナギの生活史とメタ個体群

産卵場

産卵回遊

稚魚の分散と
再分配

地域個体群
各地の成熟したウナギ
は外洋の産卵場まで回
遊して産卵
成熟までには 5-10年
かかる
稚魚は海流に乗って地
域個体群に分散
東アジア全体で単一の
個体群
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ウナギ漁獲量総計の時系列

ウナギ漁獲量は著しく減少している
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データから全体個体数
について最善の予測を
したい（モデル選択）
何を調べれば、予測精
度があがるのか？（今
後の調査方針）
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地域ごとのウナギ漁獲量の時系列

各地のウナギ漁獲量

北海道区

太平洋北区

日本海北区

太平洋中区

日本海西区

太平洋南区

瀬戸内海区

東シナ海区
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各地の個体数変動は稚魚の加入変動と地域の環境変動の結果
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オペレーティングモデル

年齢と空間構造を考慮した確率モデル，Operating Model

Xi,t+1 = αiZt−s + βiXi,t +Xi,tϵi,t,

Zt =
m∑

i=1

Xi,t, ϵi,t
iid∼ N(0, σ2

i ).

Xi,t ≥ 0: パッチ iの時刻 tの個
体数
Zt ≥ 0: 時刻 tの総個体数
Xi,t = 0は吸収壁

ϵi,t
iid∼ N(0,σ2

i ): 環境変動

αi: パッチ iの出生係数, αi > 0

βi: パッチ iの生残率, βi > 0

σ2
i : パッチ iの環境変動の分散

s: 成熟までの時間
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近似モデル

年齢を考慮した確率モデル，Approximate Model 1

Zt+1 = αZt−s + βZt + Ztηt,

ηt
iid∼ N(0, γ2).

Zt ≥ 0: 時刻 tの総個体数
Zt = 0は吸収壁
ηt

iid∼ N(0, γ2): 環境変動

α: 出生係数, α > 0

β: 生残率, β > 0

γ2: 環境変動の分散
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近似モデル

マルサスモデル，Approximate Model 2

Zt+1 = βZt + Ztηt,

ηt
iid∼ N(0, γ2).

Zt ≥ 0: 時刻 tの総個体数
Zt = 0は吸収壁
ηt

iid∼ N(0, γ2): 環境変動

β: 増加率, β > 0

γ2: 環境変動の分散
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Distribution of Zt

総個体数 Ztの条件付き分布

OM, Arrpox1, Approx2の 3つのモデルについて、
総個体数 Zt の条件付き分布 f, g1, g2 は正規分布に従う

OM: f (Zt+1 | X1,t−s, X2,t−s, . . . , Xm,t−s, X1,t, X2,t, . . . , Xm,t) ∼
N

(∑m
i=1 αiZt−s +

∑m
i=1 (βiXi,t) ,

∑m
i=1

(
σ2
iX

2
i,t

))

Approx1: g1 (Zt+t | Zt−s, Zt) ∼ N
(
αZt−s + βZt, γ2Z2

t

)

Approx2: g2 (Zt+t | Zt) ∼ N
(
βZt, γ2Z2

t

)



はじめに 復習 不一致 規準 近似規準 個体群の動態予測 References

Maximum likelihood estimator

最尤推定量

OM, Arrpox1, Approx2の 3つのモデルについて、最尤推定量を解
析的に解くことができる。ここに OMのMLEのみ示す。

Ωi = {t | s+ 1 ≤ t ≤ n+ s− 1, t ∈ N, Xi,t > 0, Xi,t+1 > 0},

σ̂2
i =

1

n− 2ui − 1

∑

t∈Ωi

(
Xi,t+1

Xi,t
− αi

Zt−s

Xi,t
− βi

)2

,

β̂i =
1

n− 2ui − 1

∑

t∈Ωi

(
Xi,t+1

Xi,t
− αi

Zt−s

Xi,t

)
,

α̂i =

∑
t∈Ωi

Xi,t+1Zt−s

Xi,t
− 1

n−2ui−1

(∑
t∈Ωi

Xi,t+1

Xi,t

)(∑
t∈Ωi

Zt−s

Xi,t

)

∑
t∈Ωi

Z2
t−s

X2
i,t

+ 1
n−2ui−1

(∑
t∈Ωi

Zt−s

Xi,t

)2 .

ただし、ui はローカル絶滅数。7地域の場合、27パラメーター
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Maximum likelihood estimator

ウナギ漁獲量に対する最尤推定値とシミュレーション
OMを仮定して、ウナギデータからパラメータの最尤推定した。加
入が少なく、生残率が高い推定となっている

α = {0.0184, 0.00134, 0.0125, 0.00498, 0.139, 0.0254, 0.000826},
β = {0.858, 0.801, 0.883, 0.825, 0.303, 0.698, 0.954},

σ2 = {0.0190, 0.160, 0.0546, 0.0291, 0.039, 0.0700, 0.0620}.

10 20 30 40 50

200

400

600

800

得られたパラメータで OMのモンテカルロ・シミュレーションの例
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Model selection

モンテカルロ法によるモデル選択

手順
年齢・空間構造モデルを真のモデル（Operating Model）とする

総個体数モデルを近似モデルとする（1: 年齢、2:マルサス）

真の母数を与えて、OMからモンテカルロデータを多数発生

それぞれのモデルを仮定して、母数を最尤推定

真の分布と推定分布のずれを Kullback-Leibler不一致から計算

Kullback-Leibler不一致の期待値が小さいモデルを選ぶ
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Kullback-Leibler discrepancy

Kullback-Leibler discrepancy: 真の分布と近似分布のずれ

今回の時系列モデルに対しては、

∆K−L
(
f, gθ̂

)
=

n+s−1∑

t=s+1

∫
log

f(zt+1 | zt−s,xt)

gθ̂(zt+1 | zt−s, zt)
f(zt+1 | zt−s,xt)dzt+1.
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Kullback-Leibler discrepancy

Kullback-Leibler discrepancy: f と gθ̂ が正規分布の場合

f(x) ∼ N(m,σ2), gθ̂(x) ∼ N(m̂, σ̂2)

ただし、f は真の分布、gθ̂ は推定母数を代入した近似分布

∫
log

f(x)

gθ̂(x)
f(x)dx =

1

2
log

σ̂2

σ2
+

m̂2

2σ̂2
− mm̂

σ̂2
+

m2

2σ̂2
+

σ2

2σ̂2
− 1

2

この場合、KL不一致は簡単に計算できる。今回の時系列モデルは
正規分布である。
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ウナギの実際のデータの場合

KL不一致の分布:ウナギの実際のデータの場合
53年間のウナギデータから推定した母数が真として、3つのモデル
の KL不一致の分布をモンテカルロ法で計算した。
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KL不一致の期待値の大きさは OM > Approx1 > Approx2の順で、
Operating Modelを用いた予測が最も優れている。
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ウナギの実際のデータの場合

KL不一致の期待値とデータの量の関係：α << β

データ数が多いとき、OMの KL不一致の期待値が最も小さく
なる
データ数が少ないとき（16年以下）、Approx2がよい
Approx1は、データ数が減っても OMより予測精度がよくなる
ことはない（少産少死の αが小さい場合の挙動）

0 10 20 30 40
0

2

4

6

8

10

12

The amount of data

E�⇥ K�
L⇥

OM

Approx1

Approx2



はじめに 復習 不一致 規準 近似規準 個体群の動態予測 References

多産多死, α が比較的大

KL不一致の期待値とデータの量の関係：αが比較的大

αが比較的大きく（α先の図より 5倍で、β は 1/5）、多産多死
の場合、Approx2（マルサスモデル）の予測精度が悪くなる
OMと Approx1の予測精度は近くなり、データが少ないとき若
干 Approx1がよい
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変動の大きさの影響

KL不一致の期待値と環境分散の関係

環境変動が小さい場合、Approx2での予測精度がよくなる
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個体群の動態予測: まとめ

データ数が少ないとき (ウナギの場合 N=16)、たとえ年齢・空
間構造があっても単純なマルサスモデル（Approx2）を用いた
予測が優れている
データ数だけでなく、パラメータによってモデルの良さは変わ
る（e.g., 環境分散の大きさ）
何を調べれば予測精度があがるのかについて経験則を与え、今
後の調査方針を考える参考になる
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水産資源の希少性評価手法について：
定量基準 E評価の概要

箱山　洋

hako@affrc.go.jp
中央水産研究所

hako@affrc.go.jp


はじめに 絶滅リスク評価 未解決の課題と新しいアプローチ References

定量基準 E

環境省策定の評価基準 E: 定量的評価

カテゴリー 定義
絶滅危惧 IA類: CR 数量解析により、10年間、もしくは 3世

代のどちらか長い期間における絶減の可
能性が 50%以上と予測される場合

絶滅危惧 IB類: EN 数量解析により、20年間、もしくは 5世
代のどちらか長い期間における絶減の可
能性が 20%以上と予測される場合

絶滅危惧 II類: VU 数量解析により、100 年間における絶滅
の可能性が 10%以上と予測される場合

基準 Eでは、定量的な PVAから個体群の絶滅確率の推定を行い、
評価カテゴリーのいずれかに該当するかを判断する。基準 Eは他の
評価基準 A–Dに優先してカテゴリー案として採用される。



はじめに 絶滅リスク評価 未解決の課題と新しいアプローチ References

評価方法

水産資源の希少性評価

どのようなモデルで推定を行うかが問題
水産資源の個体群動態のデータは限られている
仮に年齢・空間分布などのデータが得られたとしても、その
量・信頼性は十分ではない
利用できるデータをすべて取り込んだモデルは必ずしも予測の
観点で優れていない（モデル・アグリゲーションが必要）
したがって、単純な個体群モデルを基礎とした評価を行う
(Dennis et al., 1991; Foley, 1994; Hakoyama and Iwasa, 2000b)
評価に必要なデータ：各系群の個体数の時系列・CPUEの時系
列・世代時間の推定値
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絶滅スキーム

個体群動態と絶滅
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確率性：個体数は変動する
増加率：正の内的自然増加率を持つ
密度効果：高密度で増加率低下；環境収容力
⇒環境収容力の周辺で変動し、ごく稀に滅びる
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絶滅リスク評価

絶滅リスク評価

個体群動態を確率過程でモデル化
連続時間モデル (e.g., Dennis et al., 1991; Foley, 1994;
Hakoyama and Iwasa, 2000b)
離散時間モデル (see Akçakaya et al., 1997)

個体数時系列データ等→人口学的母数の推定→絶滅確率推定
増加率・密度効果・個体数・環境変動の推定が重要
メタ個体群や年齢など考慮したシミュレーションでの評価
（e.g., RAMAS; Akçakaya et al., 1997）
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環境悪化の影響

環境悪化の影響：after 巌佐・箱山 (1997)

生息地の縮小
環境の一様な悪化

漁獲・有害物質
遺伝的劣化・病気, etc

変動を伴った
環境の悪化
有害物質

感染症の伝播, etc

環境収容力

K r �2
e

内的自然増加率 増殖率の揺らぎ

絶滅確率 after 巌佐・箱山 1997



はじめに 絶滅リスク評価 未解決の課題と新しいアプローチ References

環境悪化の影響

漁獲など環境の一様な悪化：２つのパターン

増加率が負
（r < 0）
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環境収容力と増加率が減少
（K > 0, r > 0）
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それぞれ別のモデルで評価する必要がある。
左：密度効果なしのモデル (e.g., Dennis et al., 1991)
右：密度効果ありのモデル (e.g., Hakoyama and Iwasa, 2000b)
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モデル

密度効果のないモデル Dennis et al., 1991

確率微分方程式（ドリフト付きのウィーナー過程）

dX

dt
= ritoX + σeX • ξe(t)

マルサス増殖 環境変動

X: 個体数, t: 時間
rito: 増加率 (Ito calculus)
σ2
e > 0: 環境分散

ξ(t): ホワイトノイズ
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モデル

Dennis et al., 1991の特徴

パラメーターは、増殖率 rito と環境分散 σ2
e の二つ

パラメーターは個体数の時系列から最尤推定できる
環境収容力 (平衡個体数)を仮定していない
環境収容力より十分小さく、減少もしくは増加している個体群
に当てはめるのが適当
適当な個体数 xe ≥ 1を絶滅と見なす（個体数 0には達しない）
ある初期個体数 x0 から初めて、xe に達しない可能性がある
絶滅時間は、逆ガウス分布に従う⇒ 基準 Eの計算ができる
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モデル

Dennis et al., 1991: 閾値 xeに達しない確率 π

π(nd, rito, σ
2
e) =

{
1 if rito ≤ 0
exp(−2ritond/σ2

e) if rito > 0

nd = x0 − xe = log(x0/xe): 初期個体数と閾値個体数の対数の差
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モデル

Dennis et al., 1991: 閾値に達する条件付きでの絶滅確率 G

逆ガウス分布

Pr[T ≥ t] = G(t;nd, rito, σ
2
e)

= Φ

(
−nd + |rito|t

σe
√
t

)

+ exp

[
2nd|rito|

σ2
e

]
Φ

(
−nd − |rito|t

σe
√
t

)
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モデル

Dennis et al., 1991: 分布関数 G(t;nd, rito, σ2
e)

Yellowstone Grizzly Bear (Dennis et al., 1991)
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πGが時刻 tまでに滅びる確率（アンプロパーな分布関数）となる
→基準 Eの計算ができる



はじめに 絶滅リスク評価 未解決の課題と新しいアプローチ References

モデル

密度効果のあるモデル Hakoyama and Iwasa, 2000b

確率微分方程式

dX

dt
= rX

(
1− X

K

)
+ σeξe(t) ◦X + ξd(t) •

√
X

密度効果 環境変動 人口学的確率性

X: 個体数, t: 世代時間, r > 0: 増加率 (Stratonovich),
K > 0: 環境収容力, σ2

e > 0: 環境分散, ξ(t): ホワイトノイズ



はじめに 絶滅リスク評価 未解決の課題と新しいアプローチ References

確率性

環境変動と人口学的確率性

環境変動：各個体間でシンクロした増加率のばらつき
人口学的確率性：各個体間で独立な増加率のばらつき
環境変動と人口学的確率性の分散は、それぞれX2とX に比例
⇒個体数が小さいとき、人口学的確率性の重要性が高くなる
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モデル

Hakoyama and Iwasa, 2000bの特徴

パラメーターは、増殖率 r・環境収容力K・環境分散 σ2
e の三つ

パラメーターは個体数の時系列から（近似）最尤推定できる
平衡個体数のまわりを変動するような個体群（個体数変化とし
ては横ばい）に適用することを想定している
個体数 0を絶滅とする
世代時間あたりの絶滅確率（平均絶滅時間 E[T ] = Te）は r,
K, σ2

e の解析的な式で求まる: Te(r,K,σ2
e)

絶滅をポアソン過程で近似できる
即ち、平均絶滅時間の逆数が単位時間当りの絶滅確率
絶滅時間は、指数分布に従うと近似⇒ 基準 Eの計算ができる
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モデル

Hakoyama and Iwasa, 2000b: 平均絶滅時間 E[T ]

E[T ] = Te(x0, r,K, σ2
e)

=
2

σ2
e

∫ x0

0

∫ ∞

x

e−R(y−x)

(
y +D

x+D

)R(K+D)+1 dy

(y +D)y
dx,

where R ≡ 2r/σ2
eK and D ≡ 1/σ2

e .

個体数の初期値には平均絶滅時間はほとんど依存しない
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モデル

Hakoyama and Iwasa, 2000b:
分布関数（平均 E[T̂ ]の指数分布）
平均絶滅時間が計算できれば、 ̂Pr[T ≥ t] = 1− exp(−t/Ê[T ])から
基準 Eの評価ができる。図の分布関数は E[T ] = 1600
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発展

Hakoyama and Iwasa, 2000b: 方法の発展

最尤推定のバイアスを補正し、漸近的に正確な信頼区間が推定
できる (Hakoyama and Iwasa, 2000b,a)
生息地の分断化と乱獲の絶滅への影響の大きさを比較できる
(Hakoyama et al., 2000)
その他の参考文献 (箱山・巌佐, 1998; Iwasa et al., 2000; 箱山,
2001; 箱山他, 2002; 箱山, 2003, 2009, 2012)
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課題

CPUEなど個体数の相対値しかデータがない場合

CPUEデータから絶滅確率を計算することはできない
増加率と環境変動の推定はできる: r̂, σ̂2

e

⇒絶滅確率は個体数 (環境収容力)の関数: Te(r̂, K, σ̂2
e)

⇒個体数を別途推定できれば、絶滅確率を評価できる
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課題

メタ個体群（系群）の絶滅確率評価: (Hakoyama and
Iwasa, 2005)

dXi

dt
= rXi

(
1− Xi

K

)
+
∑

j ̸=i

mji(Xj−Xi)+ϵi(t)◦Xi+ξi(t)•
√
Xi

Xi: i番目の生息地の個体数, m: 移動率, ρ: 環境変動 ϵi(t)の相関

絶滅確率を解析的に計算できる場合は限られている
パラメータを (最尤)推定するのは難しい
⇒単一個体群の推定方法を当てはめる：モデルアグリゲー
ション
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課題

メタ個体群: モデルアグリゲーション評価の方法

Monte Carlo Simulations of 
meta-population model

Direct observations of
extinction time t

 Estimate T from the short time-series  
using an estimator 

of single-population model

Calculate the average of 
extinction time,

'true' T
Calculate the average of 

! 

ˆ T ,
'estimated' T 

! 

Ttrue =
1
n
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i=1

n

"
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Testimate =
1
m

ˆ T j
j=1
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"
Comparison
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課題

メタ個体群を単一個体群として扱うことは近似として有効

系群を束ねた全体の評価ができる
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課題 1

データは限られており、推定した信頼性の評価が必要
1990年代の始め、現実的なデータ量から絶滅リスク評価を行
うと信頼区間が広すぎるという一連の批判が起こった (e.g.,
Ludwig, 1999; Ellner et al., 2002)
評価した絶滅リスクの信頼性の評価や有効性の検討を行う必要
がある

成果
ブートストラップや Ellnerの信頼区間など、これまで絶滅リス
クの信頼区間はある程度の近似に留まっていた
そこで、Dennisの密度効果の無いモデルについて、新たに解析
的に精度の高い信頼区間を導出した。この信頼区間を用いて、
信頼性はデータ量だけでなく effect size（絶滅リスクの大きさ）
にも依存することを定量的に示した。個体数の多い水産生物な
ど短い時系列でも信頼性の高い評価が可能な場合があることが
わかった (2015.3生態学会で発表予定、論文作成中）
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課題 2

環境収容力ありとなしのどちらのモデルを用いるべきか？

どちらのモデルを用いるかで絶滅リスクの推定値は大きく異
なる
著しい減少を示す個体群には環境収容力のないモデルが適当
準平衡にある個体群には環境収容力のあるモデルが適当
リスクが大きい方を採用するというコンサバティブな考え方も
あるが、客観的な根拠があるならば、予測において信頼性の高
いモデルを選ぶべき（予防原則においても、A基準より E基準
を優先するという考え方と同様）
客観的にモデルを選択する方法は？
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課題 2

密度効果ありとなしのどちらのモデルを用いるべきか？

アイディアとして、
予測の観点でモデル選択を行う方法を開発する
絶滅確率の真の分布と近似モデルの分布との一致性でよい近似
モデルを選択する
モデル選択の規準としては AICだけでなく、Kullback-Leibler
の不一致を検討する
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